Das Skalar produkt zweier Vektoren
1. Definition und Eigenschaften des Skalar produkts

Das Problem den Winkel zwischen zwei Vektoren zietieen fuhrt auf das sogenannte
Skalarprodukt zweier Vektoren.

Vorbereitende Aufgabe:
Gegeben zwei vom Nullvektor verschiedene

Vektorena und b . Gesucht der Zwischen-
winkel ¢ dieser Vektoren mit € ¢ < 180°

Nach dem Cosinussatz gilt.

5" = <[5 2 o
oder nach coé aufgeldst:

200 1| ceosp = a" + b -|p-4]
oder in Komponenten:
af=az+ai+a [p] =bf+bi+bz  |a-b| =(a-h)*+(a,~b)*+(a,-b)"
womit sich die rechte Seite von (1) vereinfacht zu

208 [b| Gosp = 20{ak +a, +ab,)

Damit gilt:

cosp = St aD; +ab,

3l
Die reelle Zahl im zZahler der Zwischenwinkelfornhelisst Skalarprodukt der Vektoren
a undb und man schreibt dafiir:

ab =ah +ab, +ab, (1)

(1) definiert das Skalarprodukt als reelle Zahm&glicht seine Berechnung aus den
Komponenten

arb = |§|‘6‘cos¢ )

(2) ermdglicht die Berechnung des Skalarprodukssdmn Betragen und dem
Zwischenwinkel

|
I

Zwischenwinkelformel (3)

cosp =

—

b

aﬂ
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1 2

ad (1)a=|2| b=|3 alb =102+ 2B+ 206= 2(
2 6

Anschauliche Interpretation:

a sei ein Warenvektofy der zugehorige Preisvektor.
Der Rechnungsbetrag ist gleich dem Skalarprodukbeiglen Vektoren.
ad (2) |4 =5, \6\:8 o = 120° alb =20

ad (3) Zwischenwinkel der Vektoren

1 2 L
a=|2| b=|3 cosp =22 =2
2 6 alip
¢ =arccosf = 17.8

Spezialfalle:
¢=0°  arb=|alb| speziell:a@=a’ =|a|°
¢$=90° ab=0
¢ =180° arb=-[ap

Das Skalarprodukt zweier Vektoren ist fur spitzenkéil positiv, flr stumpfe negativ.

Fur das Skalarprodukt gelten die vom Zahlenreclveeimauten Gesetze gelten, namlich:

Al =b & kommutatives Gesetz

(k &) b = k [{ab) k OR

k{a+b)=kE+kb

(k+Hh@E=Kk@E+I @&

alfb+c)=ab+ale Distributivgesetz

Beweis durch Ubergang zu den Komponenten.

Aber:

alb ) # (ab) [

denn links steht ein Vielfaches v@n rechts ein Vielfaches voo.

Bem.
Im Unterschied zu den reellen Zahlen ist die Gletha b = k nicht eindeutig Isbar. Zu
jedem Vektora und jeder reellen Zahl k gibt es beliebig viel&kiseenb mit ab = k.
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Aufgabe:
Berechne den Zwischenwinklvon & undb wenn gilt: 2[[13] = ‘5‘ z0undaa-b)=0

ala-b)=a’-a =4 -|a [.5‘ [osp
=[] (4] - 2a wosp) = |a” LL-2[Eosp) =0
cosp=3  ¢=60°

Aufgabe:

Beweise:

Sinda, 3, y die Winkel eines Vektors mit den Koordinatenachskamn gilt:
cosa+cos f+cos y=1

Beweis:

cosa = al , COospB = cosy— und damit

co§a+co§ﬂ+co§y—%—l
a

Aufgabe: Winkel im Dreieck
Bestimme die Winkel im Dreieck A(-2, 2, 0)B(-1,DC(-5, 2, -3)

Der Winkela wird von den Vektoren
AB und AC eingeschlossen:

1 -3 -4
AB=|-2| AC=|0| BC=| 2

2 -3 -5 '

-9 1 o

cosa = 9?./5 = _ﬁ a =135 y
analog \/
cosp = 18 B=26.6° c

9/5 \/_
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Herleitung des Cosinusadditionstheor ems

Das Skalarprodukt der Einheitsvektoren

com) - (co
2=(ra) 5=(ene)
sina sinf
kann auf zwei Arten berechnet werden:

a)

aus den Komponenten:

alb = cosa@osP + sinaSinp
b)

aus den Betrdgen und dem Zwischen-winkel:

alb = 11dosq - B)
Damit gilt:

cos(a - B) = cosaldosB + sin adin 3

Eine Anwendung des Skalarproduktsin der Physik: mechanische Arbeit

Fur die Berechnung der mechanischen Arbeit W ist nu
die vektorielle Komponent&, der Kraft F in Richtung

des Weges massgebend. Wegen
F. =‘If‘ [Cosa gilt:
W =|F|0s|Gosa =F (3 d.h.

Die mechanische Arbeit ist gleich dem Skalarprodukt
aus dem KraftvektoF und dem Verschiebungsvektsr
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A( cos a, sin a

B( cos B, sin )

KAK



