2 Vertrauensintervalle (Konfidenzintervalle)

Die bisherigen Punktschitzer sind zwar genau aber unsicher.
Die im Folgenden besprochenen Konfidenzintervalle (Vertrauensintervalle) machen dem
gegentiber unscharfe Aussagen aber mit einer gewissen Verldsslichkeit.

Viele Vertrauensintervalle haben die Form:

Schitzung des Parameters
+ Vielfaches des geschitzten Standardabweichung des Parameters

Definition:

Gilt fiir eine Zufallsvariable X fiir jeden Bereich B

PXeEB)=21—-a

dann heisst B Konfidenzintervall (Vertrauensintervall, Prognosebereich) fiir X zum
Niveau a.

Das Vielfache héngt dabei von der Verteilung und der Vertrauenswahrscheinlichkeit ab.
Beispiel:

Ist etwa die Zufallsvariable X etwa N (5; 22) normalverteilt (kurz: X~N(5; 2?) dann ist
|X — 5] <1.96 2 oder 1.08 < X < 8.92 ¢in (0.95)-Prognoseintervall.

Dies bedeutet, dass ein Ergebnis (eine Realisation) von X mit einer Wahrscheinlichkeit 95%

in diesem Intervall liegen wird. Die Prognose ist dann fiir die Beobachtung X = 4 richtig, fiir
X = 10 falsch.
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Beispiele fiir Vertrauensintervalle:

Gesucht ist ein Vertrauensintervall flir den
Erwartungswert p einer normalverteilten Zufallsvariablen

Fall 1: Die Varianz o2 ist bekannt (selten!)

Der zweite Fall fiihrt auf die im ndchsten Abschnitt behandelte Student-t-Verteilung.

Die standardisierte Variable

X —

T” J~N(0; 12)

ist dann Standard-normalverteilt.

Gemiss den Eigenschaften von Zufallsvariablen ist ndmlich die Varianz des Mittelwerts von
2
n unabhingigen Messungen nicht 6* (wie bei Einzelmessungen) sondern nur noch %

Die Breite des Prognoseintervalles kann also mit einer Erthohung der Anzahl Messungen
verkleinert werden. Bei einer Verkleinerung des Stichprobenumfangs vergrossert sich der
Standardfehler und damit die Lange des Vertrauensintervalls.

Das 95%-Vertrauensintervall fiir den unbekannten Mittelwert p von Stichproben vom
Umfang n zu

— o _ o
X-1.96-—,X+1.96-—
vn Vn

Das Vertrauensintervall hat also die Lange

o
L=221 gqp —

Vn

Zur Ilustration:

Mit standardnormalverteilten Zufallsvariablen wurden Stichproben vom Umfang n = 10
erzeugt und fiir jede der Mittelwert bestimmt. Dieser Vorgang wurde k = 100 mal
ausgefiihrt. So entstanden die 100 abgebildeten Vertrauensintervalle der Lange

L=2 1.96 1.24
V10 '

Im Beispiel enthalten die vier rot dargestellten Vertrauensintervalle den (ausnahmsweise)
bekannten Mittelwert 2 = 0 nicht.

Lage und Mittelpunkte der Konfidenzintervalle
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Beispiel:

Da eine Késerei ein eigenes Joghurt herstellen will, beschliesst sie, eine neue Abfiillmaschine
zu kaufen. Zahlreiche Versuche zeigen, dass die Gewichte der Joghurts normalverteilt sind
mit dem Mittelwert ¢ = 500.00 g und der Standardabweichung o = 2.00 g. Gesucht ist ein
95%-Vertrauensintervall fiir den Mittelwert der Joghurtgewichte.

Zur Kontrolle kauft die Késerei 3 zufallig ausgewahlte Joghurt und berechnet den Mittelwert
der Gewichte. Liegt das mittlere Gewicht 498.0 noch im Vertrauensintervall?

— g _ ()
X-1.96-—,X+1.96-—

Vn Vn
Vertrauensintervall
95%
Faktor 1.96
u c n
500.00 2.00 3
Vertauensintervall 497.74 502.26

498.0 liegt zwar im Intervall. Angesichts der kleinen Stichprobe ist das Resultat aber wenig
aussagekriftig.
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Vertrauensintervall fiir die Binomialverteilung

Ist eine Zufallsvariable X binomialverteilt B(n, p), dann gilt bekanntlich fiir die Schétzer des
Erwartungswerts und der Varianz:

Erwartungswert EX)=p= % und
Varianz V(X) = p(-p)

Fiir grossere n (Faustregel n > 30 oder ) ist X angendhert normalverteilt und fiir das

p-(1-p)
Vertrauensintervall ergibt sich damit

o, pa-p . fp-p)
p 1_5 n 'p 1_5 n
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In der Abbildung sind die Grenzen des Vertrauensintervalls in Funktion der relativen
Haufigkeiten fiir das Signifikanzniveau & = 95% dargestellt.
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Das Prognoseintervall auf der x-Achse (rot dargestellt enthilt relative Haufigkeiten. Ist eine
Wahrscheinlichkeit z.B. p=0.7 gegeben, dann enthilt das zu 0.7 symmetrische

Intervall [0.67, 0.83] mit einer Wahrscheinlichkeit von 95% alle relativen Haufigkeiten, die
im Vertrauensintervall von p=0.7 liegen. Ist p gegeben, dann werden in 95% aller Félle
Versuchsserien vom Umfang n=200 innerhalb dieses Intervalls liegen.

Das Konfidenzintervall auf der y-Achse (griin dargestellt) enthidlt Wahrscheinlichkeiten.

Das vom Zufall abhingige Konfidenzintervall zu einer beobachteten relativen Haufigkeit

tiberdeckt die unbekannte Wahrscheinlichkeit p mit einer Wahrscheinlichkeit von 95%Die
beiden Intervalle halbieren sich, wenn der Umfang der Stichprobe vervierfacht wird.

Umfragen vor Wahlen

Auf der folgenden Seite sind die Ergebnisse der letzten Nationalratswahlen 2019
zusammengestellt. Am 10./11. Juli 2023 wurde eine Umfrage iiber die ndchsten
Nationalratswahlen im Oktober 2023 durchgefiihrt. Die relativen Haufigkeiten ergeben
Vertrauensintervalle fiir die Anteile der verschiedenen Parteien. Zusétzlich sind noch die
Veranderungen beziiglich der Wahlen 2019 angegeben.
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Umfrage

Vertrauensintervalle Wahleranteile Nationalratswahlen 2023.07.11 NR 19
n 25688 x/n 1-x/n d 95%-Vertrauensintervall

SVP 0.279 0.721 0.0055  27.4% 28.4% 25.6%
SP 0.173 0.827 0.0046 16.8% 17.8% 16.8%
FDP 0.143 0.857 0.0043 13.9% 14.7% 15.1%
MITTE 0.139 0.861 0.0042 13.5% 14.3% 13.8%
Grine 0.107 0.893 0.0038 10.3% 11.1% 13.2%
GLP 0.082 0.918 0.0034 7.9% 8.5% 7.8%
Andere 0.077 0.923 0.0033 7.4% 8.0% 7.7%

30.0%

25.0% + 25.6%

20.0%

+ 16.8%
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+ 7.8% + 7.7%
5.0%
0.0% - ‘ - - - :
SVP SP FDP/LPS MITTE GLP Grine Ubrige

Differenz 2023/NR 2019

3.00%

2.00%

1.00%

0.00% - — -
-1.00%
-2.00%

-3.00%

Differenz 2.30% 0.50% -0.80% 0.10% 0.40% -2.60% 0.00%
SVP SP FDP Mitte GLP Grine Ubrige

Liegt bei der ndchsten Umfrage das Ergebnis einer Partei ausserhalb des 95%-Intervalls, dann
sind zwei Interpretationen moglich:

a) die Umfrage zeigt bei dieser Partei ein ungewohnliches (signifikantes) Ergebnis.

b) der Anteil der Partei hat sich verdndert.
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Erginzung:

Um die unbekannte Wahrscheinlichkeit einer Konfidenzintervalls mit einer bestimmten
Genauigkeit d zu schétzen ist ein Stichprobenumfang n nétig.

Fiir die Lange des Intervalls ¢ gilt:

1
dey o /LP)
1-3 n

quadriert
5. (1—p
dz — ZZ a" p ( p)
1—7 n
und damit
5+ (1—p)

N

Wegen p-(1—-p) < % gilt die ungenauere Abschitzung

2
Zla
2

442

n=

Beispiele:
zuldssiger Fehler d 0.05 0.02 0.01
notwendiger Stichprobenumfang 400 2500 10000

Ubungsaufgabe

Die SVP hat bei den letzten Nationalratswahlen 2019 einen Anteil von 25.6 % der
Stimmenden erhalten. Wie gross ist der Stichprobenumfang zu wihlen, damit der
Waihleranteil mit 95% Sicherheit auf 1.5% genau geschitzt werden kann?
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