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3. rekursive Definition einer Folge 

 
In vielen Fällen ist eine explizite Formel für das n-te Glied nicht bekannt, es ist hingegen 
möglich, aus den gegebenen Gliedern das nächste Glied zu berechnen, d.h. es kann eine 
sogenannte Rekursionsformel angegeben werden (recurrere lat. zurücklaufen).  
 
a) �� = 1 ���� = �� + 2 

b)  �� = 1 ���� = �� + 2	 + 1 oder 2
1 )1(
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aa +=+  

c)  �� = 2 ���� = �� ∙ 2 
d)  nicht bekannt   
e)  �� = 1 ���� = �� ∙ �	 + 1� führt für n = 0 auf die Definition 0! = 1 
f) �� = �� = 1 ���� = �� + ���� Fibonaccifolge 
g)  �� = 2 ���� = �� + 3 
h)  -  
i)  �� = −1 ���� = −�� 
j)  �� = 8 
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k)  - 

l)  �� = 1 
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m)  �� = 1 121 +=+ nn
aa  

n) Bildungsgesetz: Der Nachfolger gibt die Anzahl der Ziffern des Vorgängers an:  
1 „1 mal 1“ 
11 „zweimal 1“ 
21 „einmal 2, einmal 1“ 
1211: „einmal 1, einmal 2, zweimal 1“ 
111221, …. 

 
Übungsaufgaben:  
a) 
Berechnen Sie einige Glieder der rekursiv definierten Folge mit 
�� = 20 ���� = 2�� − 3 
b) 
Beschreiben Sie die Folge 3, 33, 333, 3333, … rekursiv und explizit. 
 
Lösungen: 
a)  
�� = 37, �� = 71, , �� = 139 
b) 
rekursiv: �� = 3  ���� = 10�� + 3  

explizit: �� =
�

�
∙ �10� − 1� 

  

Definition: 
Eine Folge heisst rekursiv definiert, wenn das allgemeine Glied �� durch einen oder 
mehrere Vorgänger ausgedrückt wird. 
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Aufgabe: 
Sei �� die Anzahl der Händedrucke, wenn sich n Personen begrüssen (	 � 2).  
Definieren Sie �� rekursiv. 
 
�� = 1  ���� = �� + 	 a2 = 1 
 
Kommt nämlich zu n Personen eine weitere dazu, so drückt sie mit jeder der bisherigen 
n Personen die Hand. 
 
Aufgabe: 
Bestimmen Sie die Anzahl der Diagonalen eines konvexen Vierecks, Fünfecks, Sechsecks?  
Leite eine Rekursionsformel für die Anzahl �� der Diagonalen eines n-Ecks her.  
 

 
 
  
�� = 2 �� = �� + 4 − 2 + 1 = 5 �� = �� + 5 − 2 + 1 = 9 
   
Allgemein: 
���� = �� + 	 − 2 + 1 =  �� + 	 − 1  
 
Eine weitere Ecke bestimmt mit den 	 bisherigen Ecken 	 zusätzliche Strecken. Die beiden 
Verbindungen zu den benachbarten Ecken fallen als Seiten weg. Eine bisherige Seite wird zur 
Diagonale. 
 
Explizite Formel: 
Jede der 	 Ecken kann mit den �	 − 1� übrigen Ecken verbunden werden. Zwei dieser 
Verbindungen fallen als Seiten weg. Bei dieser Betrachtung wird jede Diagonale doppelt 
gezählt (z.B. Verbindung von Ecke 1 mit Ecke 2 und in der umgekehrten Reihenfolge). Damit 
gilt: 

)3(2
1 −⋅⋅= nnd

n
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Ergänzungen zu den Beispielen: 
 
zu f) Fibonaccifolge: 
Im Jahre 1202 erschien das Buch "liber abaci" über den Gebrauch des Zehnersystems des 
Leonardo von Pisa, genannt Fibonacci (Figlio di Bonaccio). Dort wird die Vermehrung eines 
Kaninchenpaares in Abhängigkeit von der Zeit in folgender Weise beschrieben: 
Ein zur Zeit 0 geborenes Kaninchenpaar wirft vom 2. Monat an in jedem Monat ein weiteres 
Paar. Die Nachkommen folgen dem Vorbild der Eltern. Wenn alle Kaninchen überleben, wird 
die Anzahl der Kaninchen nach n Monaten durch die Fibonaccifolge beschrieben. 
 
Monat 
0 1 
 
1 1 
 
2 2 
 
3 3 
 
4 5 
 
5 8 
 
 
Eine andere Interpretation der Fibonaccifolge: 
Ein Briefträger steigt täglich eine lange Treppe folgendermassen empor: Er betritt die erste 
Stufe in jedem Fall. Anschliessend nimmt er jeweils nur eine Stufe oder zwei Stufen auf 
einmal. Dann kann er genau auf �� Arten die n-te Stufe erreichen, wo �� das n-te Glied der 
Fibonaccifolge ist.  
Ist nämlich �� die Anzahl der Möglichkeiten, die n-te Stufe zu erreichen. Bekannt sind  
�� = �� = 1. Die (	 + 2)-te Stufe kann er auf zwei Arten erreichen. Im ersten Fall kommt er 
von der (	 + 1)-ten Stufe, die auf ����Arten erreicht werden kann oder er kommt von der n-
ten Stufe her, die auf �� Arten erreicht werden kann. Damit gilt ���� = �� + ���� in 
Übereinstimmung mit dem Bildungsgesetz der Fibonaccifolge. 
 
Ergänzende Informationen zur Fibonaccifolge: 
- Stammbaum de Drohne 
- Blattstellungsmuster bei Pflanzen und Fibonaccifolge, Zusammenhang mit dem goldenen  
  Schnitt (siehe z.B. Wikipedia: Phyllotaxis, goldener Schnitt) 
- Abbildung der Fibonaccifolge in der Eingangshalle des Hauptbahnhofs Zürich (Mario Merz) 
- Der Quotient zweier aufeinanderfolgender Fibonaccizahlen strebt alternierend gegen das  

   Verhältnis 1.61803.. des goldenen Schnitts:  
�

�
= 1.6, 

��

�
= 1.625 , 

��

��
" 1.615 … 
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zu e) (Fakultäten) 
1! = 1, 2! = 2 ∙ 1! = 2, 3! = 3 ∙ 2! = 6, 4! = 4 ∙ 3! = 24, 5! = 5 ∙ 4! = 24 
 
Die Anzahl der Sitzordnungen für n Personen auf n Stühlen ist gerade 	!. Die 
Rekursionsformel kann folgendermassen kombinatorisch interpretiert werden. Kommt zu n 
Personen eine weitere (mit Stuhl) dazu, so entstehen aus jeder bisherigen Sitzordnung 	 + 1 
neue. Die Person kann nämlich am Anfang, in den 	 − 1 Zwischenräumen oder am Ende 
Platz nehmen. 
 
Das rasche Wachstum der Fakultäten zeigt der folgende Vergleich: 
11 Personen können auf 11! =   39'916'800 Arten Platz nehmen. Vier Kantijahre zu 365 Tagen 
sind 4⋅365⋅24⋅60⋅60  = 126'144'000 Sekunden. Wechselt eine Abteilung von 11 SchülerInnen 
alle 3 Sekunden die Plätze, so würde sie es in 4 Jahren gerade schaffen, alle Sitzordnungen 
einzunehmen. 
 
Auf der folgenden Seite sind die 2568 Ziffern von 1000! aufgeführt. 
Die Zahl endet mit 249 Nullen. Eine Null entsteht nämlich, wenn die Zahl durch 2 und 5 
teilbar ist. Da ausreichend Faktoren 2 auftreten, ist die Zahl der Faktoren 5 massgebend. Von 
den 1000 natürlichen Zahlen enthalten 200 den Faktor 5 einfach, 40 den Faktor 5 doppelt, 8 
den Faktor dreifach und 1 vierfach, also insgesamt 200 + 40 + 8 + 1 = 249 Faktoren 5. 
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Ein weiteres Beispiel für eine rekursiv definierte Folge: Der Turm von Hanoi 
 

 
  A  B C 
 
Auf einer von drei Stangen ist ein Turm von n Scheiben aufgebaut, wobei die Scheiben von 
unten nach oben kleiner werden. Die Aufgabe besteht darin, diesen Turm von einer Stange 
auf eine andere zu befördern, wobei die folgenden beiden Spielregeln zu beachten sind: 
1. Es darf jeweils nur eine Scheibe von einer Stange zu einer anderen bewegt werden und 
2. es darf nie eine grössere Scheibe auf einer kleineren zu liegen kommen. Gesucht ist die  
    minimale Anzahl $�	� von Einzelschritten für einen Turm aus n Scheiben. 
 
Um z.B. einen 3-Turm von Stange A nach Stange C zu bringen, sind folgende $�3� Schritte 
nötig: 
1. bringe den oberen 2-Turm von Stange A zunächst zur Stange B $�2� Schritte 
2. bewege die unterste grösste Scheibe von A nach C 1 Schritt 
3. bringe den in B zwischengelagerten 2-Turm nach C $�2� Schritte. 
 
Also muss für $�3� gelten: $�3� = 2 ∙ $�2� + +bzw. allg. 
 
$�1� = 1     $�	 + 1� = 2 ∙ $�	� +  1  
  
Bei 	 = 1 beginnend wird die Rekursionsformel wiederholt angewendet. Dieses Vorgehen 
heisst Iteration (von iterum lat. für wiederum): 
$�1� = 1 = 2 − 1,   $�2� = 3 = 4 − 1,   $�3� = 7 = 8 − 1,   $�4� = 15 = 16 − 1,  
$�5� = 31 = 32 − 1, … 
Die Beispiele lassen die folgende explizite Formel vermuten: 
  
$�	� = 2� − 1  
 
Der Beweis kann mit vollständiger Induktion erfolgen. Dieses Beweisverfahren wird in einem 
späteren Abschnitt näher erläutert. 
 
Da die Formel für n = 1 gilt ist noch zu zeigen, dass sich die Gültigkeit der Formel von einer 
Zahl zur nächsten vererbt. 
Nehmen wir für ein beliebiges n die Gültigkeit der Formel $�	� = 2� − 1 an, dann folgt aber 
nach der Rekursionsformel:   
$�	 + 1� = 2 ∙ $�	� +  1 = 2 ∙ �2� − 1� + 1 = 2��� − 2 + 1 = 2��� − 1  
Damit ist gezeigt, dass die Formel auch für die nächste Stufe 	 + 1 gilt. 
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Eine Bemerkung zum Unterschied zwischen Iteration und Rekursion: 
Iteration bedeutet eine Treppe hinaufgehen. 
Rekursion bedeutet: zunächst eine Treppe hinuntergehen, etwas holen und dann wieder 
hinaufgehen. 
 
Eine weitere Anwendung rekursiver Folgen:  
Rekursionsformel zur Berechnung der Quadratwurzel 
 
Viele Gleichungen können nicht explizit sondern nur mit Näherungsverfahren gelöst werden. 
Bei diesen Näherungsverfahren spielen Rekursionsformeln eine wichtige Rolle. Als Beispiel 
sei erwähnt die Rekursionsformel zur Berechnung der Quadratwurzel aus einer positiven  
Zahl z: 
 

2

1
1

+= z
a  und 








+=+

n

nn
a

z
aa 2

1
1  

Beispiel:  z = 2 
a1 = 1.5 
a2 = 1.416666.. 
a3 = 1.414215686... 
a4 = 1.414213562.... 
 
Es kann bewiesen werden, dass sich mit diesem Verfahren (Newtonverfahren) die Anzahl der 
richtigen Stellen bei jedem Schritt ungefähr verdoppelt. 


