12. Die harmonische Reihe
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Um die Frage zu klédren, ob die harmonische Reihe konvergent ist, schitzen wir spezielle
Teilsummen ab.

Bemerkung:
Die Reihe heisst harmonisch, weil jedes ihrer Glieder das harmonische Mittel der beiden
Nachbarglieder ist:
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=1+i+4i+1+1=1443 =3

=0, = M0 <338072> 1+414 =3

586061125622639 ~ 405849 > 1 + 5 [% — 35

a 25 7 144403552893600

— — 623171679694215690971693339 ~ 1
Qg4 = A6 = 131362087122535807501262400 4.74389>1+61 2

=4

a3 =a, >4.5
Ay =, >5
A 12550900e842624 = A, > 20

A 126765060128229401967032053% — dy100 > 51

a, >1+k[4

Die Teilsummen werden also schliesslich grosser als jede noch so grosse Zahl. Die
harmonische Reihe ist damit als divergent erkannt.
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Die folgende Tabelle zeigt das langsame Wachstum der Summen.

n a,

10 2.93
100 5.187
1'000 7.485
10'000 9.7876..
100'000 12.09...
1'000'000 14.39...

Um den Wert 100 zu iibertreffen sind ca. 4.78800* Glieder nétig.

Es gilt der folgende Satz von Euler (siehe Formelsammlung)

n-oo

k=1

lim{zl —In n} =0.5772156649... (Eulersche Konstante)

[lustration am Beispiel aq4:
a, =a, =320 =3.38072>1+43 =3
a6 —In16 =3.38072 —1n16 =~ 0.608131..

Vergleiche auch Urs Stammbach: Die harmonische Reihe: Historisches und Mathematisches
in Elem. Math. 54 (1999) 93 — 106

Wie weit lésst sich ein Biicherstapel (theoretisch) mit Biichern der Lange 1 iiber einen Tisch
schieben?

1 Buch: Uberhang: %
Der Uberhang a, des 1. Buchs iiber dem
Tisch ist %

@
1.Buch
1
2
Tisch
.. .- 11

2 Biicher: Uberhang: 3 + "
Das zweite Buch wird so weit nach links
unter das erste geschoben, dass der 1. Buch
Schwerpunkt des ersten genau iiber die rechte 2. Buch 1

Oberkante des zweiten zu liegen kommt. 1

Tisch
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Allgemein gilt:
Die x-Koordinate des Schwerpunkts eines Korpers, der sich aus zwei Teilen mit den Massen

m; und my mit den Schwerpunktskoordinaten x; und x, zusammensetzt, ist das gewichtete
Mittel

mix1+myxy

Xg = —————
mi+m,

Die Entfernung des gemeinsamen Schwerpunkts der ersten beiden Biicher vom linken Rand

ergibt sich zu:
11+11 3 - 3
Xs =" = und daraus der Uberhang a, = 1 — "

3 Biicher: Uberhang: : % + % + i

_1

Unter den Stapel aus zwei Biichern wird nun ein

1.Buch

drittes Buch so geschoben, dass der gemeinsame y 2.Buch | 1
Schwerpunkt der ersten beiden genau iiber der | s.5uch | ! ’

rechten Oberkante des dritten zu liegen kommt. H
Fiir die Entfernung des gemeinsamen

Schwerpunkts der ersten drei Biicher vom

linken Rand des dritten Buchs gilt dann:

21+15 5
Xg = ———=

2+1 6

und daraus der Uberhang a, = 1 —=

5
6

Tisch

1

6

Wird analog das Verfahren fortgesetzt, so gilt allgemein fiir die Entfernung des gemeinsamen
Schwerpunkts der ersten k Biicher vom rechten Rand des k. Buches

1
(k=1)1+17  2k—1

2k

und daraus der Uberhang zu a; =

2k

Der Gesamtiiberhang s, bei n Biichern ist gleich der Summe der einzelnen a;

x =
S k—1+1
n—-1
— 1 1
5, =10+
k=1

Wegen der Divergenz der harmonischen Reihe kann also (theoretisch) das letzte Buch
gegeniiber dem ersten beliebig weit seitlich verschoben werden, ohne dass der Stapel kippt.

Café Mathe - ein Stiick Mathematik zu einer Tasse Kaffee zu geniessen

Bauen am Abgrund

ARMIN'P. BARTH

Als Galileo Galilei mit seinen Fernroh-
ren die benachbarten Planeten unter-
suchte, verstand eér, dass eine seit lan-
ger Zeit tradierte Aussage falsch war:
Die Sonne kreist nicht um die Erde; es
ist umgekehrt. Es zeichnet wissen-
schaftliches Arbeiten aus, dass man
Hypothesen dariiber aufstellt, wie ein
bestimmter Ausschnitt der Welt funk-
tioniert, dass man dann diesen Aus-
schnitt so lange untersucht und die
Hypothesen kritisch tiberpriift, bis ent-
weder Argumente vorliegen, welche
die Hypothesen stiitzen, oder aber bis
Klar ist, dass diese nicht linger haltbar
sind.

In eine dhnliche Situation kénnten
Sie beim folgenden Problem geraten.
Es ist sehr wohl maglich, dass Sie
schnell zu einer Uberzeugung gelan-
gen, die Sie dann aber wieder aufge-
ben miissen: Stellen Sie sich vor, Sie

hitten viele Biicher, alle genau gleich.
Sie stapeln diese Biicher auf einen
Tisch, sodass eine Seite des Stapels ge-
nau tiber der Tischkante liegt wie in
der Abbildung. Nun riicken Sie die
Biicher einzeln etwas {iber die Tisch-
kante hinaus, das unterste nur wenig,
das zweitunterste etwas mehr und so
weiter, ohne dass der Stapel aber kippt.
Die Frage ist nun: Wie weit kann das
oberste Buch maximal {iber die Tisch-
kante hinausragen, ohne dass der
Turm kippt? Eine Buchlénge? Weni-
ger? Mehr?

Bei nur einem Buch ist die Situation
einfach. Maximal die Hilfte kann iiber
die Tischkante hinausragen. (Genau ge-
nommen darf der Uberhang nur etwa
einen Millimeter weniger als die halbe
Buchlinge sein.) Bei zwei Biichern ist
die Sache schon interessanter. Es ist
Kdar, dass wir dafiir sorgen miissen,
dass der gemeinsame Schwerpunkt der
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beiden Biicher genau tiber der Tisch-
kante (oder ganz wenig dahinter) liegt.
Wie kann das erreicht werden? Nun,
wenn das untere Buch einen Uberhang
von einem Viertel der Buchlinge und
das obere Buch von drei Vierteln der
Buchlidnge hat wie in der Abbildung
rechts, so ist diese Bedingung offenbar
erfillt; es ist ja dann gleich viel Masse
tiber dem Tisch wie tiber dem Ab-
grund. Diese Situation ist das Beste,
was wir bei zwei Buchern schaffen
kénnen, und folglich betrigt der maxi-
male Uberhang bei zwei Biichern drei
Viertel der Buchlinge. Doch wie geht
s weiter?

Bei einem Buch betrigt der maximale
Uberhang eine halbe Buchlinge. Be-
zeichnen wir mit L die Buchldnge, so
ist das L{2. Bei zwei Biichern fanden
wir drei Viertel der Buchlinge; das ist
das Anderthalbfache der halben Buch-
lange, also (L{2)x(1+14). Wenn man

den Stapel aus drei Biichern unter-
sucht, findet man, dass man ein wenig
weiter hinausbauen kann, namlich
(Lj2)x(1+%+1],). Bei vier Biichern gelangt
man noch etwas weiter hinaus, nim-
Tich (Lf2)x(1+1:+] +%), und so weiter.
Welchen maximalen Uberhang erhilt
man bei noch mehr Blichern? Offenbar
héngt alles davon ab, wie sich die Sum-

28 %08

me (L[2)%(1+¥a+] +4+]] +...) benimmt,
wenn man ihr weitere Glieder anfiigt.
Falls Ihr erster Gedanke der ist, dass
der Wert dieser Summe die Zahl 2 nie
tibertreffen kann, so muss ich Sie ent-
tiuschen; schon die ersten vier Zahlen
ergeben addiert mehr als 2. Mit vier
Biichern kann man also einen Uber-
hang von mehr als einer Buchlinge er-
reichen. Gibt es eine andere Zahl, die
unsere Summe nie libertreffen kann?
3 vielleicht oder 4? Nein, auch diese
Vermutung wiire falsch: Die Summe
der ersten elf Zahlen tbertrifft nim-
lich die Zahl 3, und die Summe der ers-
ten einunddreissig Zahlen tibertrifft
die Zahl 4. Folglich kann man mit ein-
unddreissig Bilichern bereits einen
Uberhang von zwei Buchlingen
erreichen, eine wahrhaft schwindlige
Angelegenheit.

Viele Leute glauben, dass es auf jeden
Fall eine Obergrenze fiir den Uberhang
geben muss. Beim tausendsten Buch
wichst der Uberhang ja nur noch um
den tausendsten Teil der halben Buch-
linge, und das ist so wenig, dass es
kaum mehr eine Rolle spielt; also sta-
gniert der Uberhang bestimmt irgend-
wann. Doch der Wert unserer Summe
wird tatsichlich beliebig gross. Bei
1674 Biichern zum Beispiel wird der

Wert die Zahl 8 iibersteigen, sodass dei
Uberhang dann also schon vier Buch-
lingen betrigt. Wie kann man verste-
hen, dass unsere Summe Keine Ober-
grenze hat? Dazu schniiren wir Paketel
Das erste Paket enthalt die Zahlen ¥
und /.. Da jede dieser Zahlen grosser
als Y ist, ist der Wert des ersten Pake-
tes also grosser als 2x1%=0,5. Das zwei:
te Paket enthalt die ndchsten vier Zah-
len, also ¥%+1/5+!],+'|.. Da jede dieser
Zahlen grosser als ', ist, ist der Wert
des zweiten Paketes grésser, also

4x'f =1 . Das dritte Paket enthdlt

die niichsten acht Zahlen, also

Y+ +. - -+ Da jede dieser Zahlen
grosser als '/, ist, ist der Wert des drit-
ten Paketes also grosser als 8x'f, =0.5,
und so weiter. Da unsere Summe nie
aufhort, enthilt sie unendlich viele Pa-
kete, und jedes Paket hat einen Wert,
der iiber 0,5 liegt. Daher kann die Sum
me keine Obergrenze haben.

Tatséchlich kommt man durch diese
Bauweise unendlich weit tiber den
Abgrund hinaus, Vielleicht wird diese
Idee eines Tages einen Architekten ej-
nes Hochhauses befligeln .. .
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Variante der Einkleidung: Gummiband (vgl. TI Nachrichten www.armin-p-barth.ch)

Ein punktférmig gedachter Kéfer startet am linken Ende eines anfidnglich 100 cm langen
Gummibands mit einer Geschwindigkeit von 1 cm/s. Dieses Gummiband wird nach jeder
Sekunde (ohne Zeitverlust) um einen weiteren Meter nach rechts gestreckt. Wann kann
allenfalls der Kifer das rechte Ende des sich stindig dehnenden Gummibands erreichen
(Martin Gardner: The Rubber Rope 2005)?

Zeitins  Distanz in cm:

vom linken vom rechten Ende des Gummibands
1 100 — 1 = 99
2 2~1+1=2-(1+1) 100.2—2-(1+1)=197
2 2
3 1
3 22-(143)+1
1 1 1 1
=3-(1+35+3) 100-3—3-(1+3+3)

g doo-g)

i=1 ! =1 !

Fiir die harmonische Reihe gilt die Abschitzung:

t

Zl =Inr+ )y Vheisst Eulersche Konstante und hat den Wert y=0.5772...

i=1

Wegen t [ﬁl 00— le =100 —Int — y erreicht der Kéfer tatsdchlich das rechte Gummiband

i=1 1

wenn 100 —In t - y=0, d.h. nach ungefihr ¢ = ' = 1.5000% Jahren.
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