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10. Konvergenz von Folgen und Reihen 

 
Der in den Abschnitten geometrische Folgen und Reihen eingeführte Grenzwertbegriff ist für 
die Analysis (Infinitesimalrechnung) grundlegend. Im Folgenden werden Grenzwerte bei 
beliebigen Folgen und Funktionen untersucht. 
 
Beispiele: 

a) �� � �
� 

 
 
Fast alle Glieder der Folge liegen in einer Umgebung von 0, wobei „Fast alle“ bedeuten soll 
„alle bis auf endlich viele“.  
Wir sagen in diesem Fall, die Folge hat den Grenzwert 0 und schreiben dafür 0lim =

∞→ n
n

a . 

Folgen mit dem Grenzwert 0 heissen Nullfolgen. 
 

b): 
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In jeder noch so kleinen Umgebung von 2 liegen fast alle Folgenglieder. Die Folge hat den 
Grenzwert 2 und wir schreiben dafür: 2lim =

∞→ n
n

a  

Hat eine Folge einen Grenzwert, so heisst sie konvergent, andernfalls divergent. 
 
c) 

Beispiel einer divergenten Folge: 2
n

a n=  

 
 
 
 
 
 

Um zu zeigen, dass eine Folge  
konvergiert, ist also für ein 
vorgegebenes � � 0 zu zeigen, 
dass fast alle Folgenglieder in der ε-Umgebung von a liegen. 
 
Wählt man etwa im  

Beispiel a) ε = 
�

��, dann liegen alle Folgenglieder �� mit Nummer � � 10 in der  

ε-Umgebung von 0. 

In Beispiel b) ist zu zeigen, dass ε<
+

=−
+
−

1

3
2

1

12

nn

n
 für ein geeignetes �� ist.  

ε<
+ 1

3

n
 ist erfüllt für 1

3 −>
ε

n . Wählt man z.B. ε = 
�

��, dann ergibt sich �� � 29. 

Bemerkung:  
Mit andern Worten �� liegt in der ε-Umgebung von a für � � ��. 

Definition 1: 
Eine Zahl a heisst Grenzwert der Folge ���
, wenn in einer beliebig gewählten 
Umgebung von a fast alle Folgenglieder liegen und wir schreiben dafür: aan

n
=

∞→
lim . 

Definition 2 (Formulierungsvariante) 
Eine Zahlenfolge heisst konvergent mit dem Grenzwert a, wenn es zu jedem ε > 0 ein 

�� gibt, so dass gilt: ε<− aan  sobald � � ��. 
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Zahlenfolgen 
 
Will man Analysis betreiben  Ganz allgemein schreibt Folgen man 
muss man gelegentlich was schreiben;  in folgender Gestalt gern an: 
wir schreiben daher zu Beginn   
Uns ein paar schlichte Zahlen hin:            ��, ��, ��,  … . . , ��, ….  
                1 , �

�  , �
�  , �

�  , �
�  , …. (1) wie auch auf etwas kürz´re Art 

Wie rechts es immer weiter geht,                       ���
, 
sich sicherlich von selbst versteht:  wobei man gleich Papier einspart. 
Ein Sechstel steht an sechster Stell. 
An siebter dann ein Siebentel,  Die Folgen (1) bis (4) erhalten  
und was nun niemand mehr verwundert:  auf diese Weise die Gestalten 

ein Hundertstel steht auf Platz hundert.      ��
�� , � �

��� , �2�
, ��−1
�
 

Kurzum an n-ter Position,  dieweil die fünfte Folge man 
das wissen wir jetzt alle schon,  z.B. so beschreiben kann 

muss stets die Zahl ein n-tel steh´n,  �� � � 1  , ����� � ��� !�" �
�#� , ����� � � !�"  

                            �
�  

Wie schön, wie schön, wie schön!  Wie ich mir eine Folge mal´ 
  ist letzten Endes ganz egal, 
Das was soeben hier beschrieben,  sofern man nur dabei begreift, 
wo ihr gefolgt seid mir, ihr Lieben,  wie diese läuft und läuft und läuft, 
wird eine Folge kurz genannt          ��, ��, ��,  … . . , ��, ….  
von Bayern bis zur Waterkant.  d.h. wie jedem n dabei 
   ein �� zugeordnet sei. 
Auch bei den nächsten Folgen hier  Das n durchläuft vergnügt und heiter 
reicht wieder rechts nicht das Papier:  dabei die ganze Zahlenleiter 

              ��  , �
�  , �

$  , �
�%  , ….  (2) 1 , 2, 3, 4, 5, … ��). 

              2, 4, 6, 8, ….  (3) Nun sind wir schon ein Stück gescheiter. 
            −1, 1, −1, 1, −1, ….  (4) 

             1, �
�  , 1, �

�  ,1 %
,  , 1 , ….  (5) Die Zahlenfolgen laufen, laufen 

(Man füg´ an jeder wenn man kann,   fast wie beim Sommerschlussverkaufen. 
zum Spass sechs weit´re Zahlen an!)  Was hat das nur für einen Sinn? 
   Wo laufen denn die Folgen hin? 
 
   Gar manche machen wilde Sprünge 
   und and´re ausgeflippte Dinge. 
   Doch einige, in stiller Ruh 
   sie “streben einem Grenzwert zu“. 
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Sie konvergieren sagt man auch So einfach alles dies gesagt; 
(das ist schon lange Zeit so Brauch). So schwer sich damit mancher plagt. 
Was aber heisst „sie konvergieren“? Drum lieber Leser, sei recht pfiffig, 
Das will ich kurz euch definieren: und mach´ dir´s an Exempeln griffig. 

  
 Zum Beispiel Folgen (1) und (2), 
 sie streben munter, eins, zwei, drei, 
                          zum Grenzwert 0, das sieht man schon. 
                          Prüf´s nach mit N und ε. 
 
                          Bei (3), (4) ist man angeschmiert, 
                          weil überhaupt nichts konvergiert. 
                          Guckt man sich auch die Augen aus, 
                          kein Grenzwert springt dabei heraus. 
                          Man möchte fast den Mut verlieren, 

Man sagt, es konvergiert ���
 denn diese Folgen „divergieren“. 
zum Grenzwert, welchen a ich nenn´, 

wenn, wie skizziert im ob´gen Bild, Die Folge (5) dagegen strebt, 
die folgende Bedingung gilt: was uns´re Stimmung merklich hebt 
  zum Grenzwert 1, ihr sei´s gedankt, 
„Zu jeder positiven Zahl obwohl sie dabei etwas schwankt. 
- ich nenn sie ε einmal -  

gibt es ein positives N, Der Leser such´sich weit´re Fälle 
für das ich folgendes  erkenn´: jongliere sie wir Zirkusbälle,        ∀� � .: |�� − �| 1 �“ hol N und � herbei, 
  vermische dies zu einem Brei, 
In Formelzeichen, wie durchtrieben, der klumpenfrei ist, schlank und glatt, 
wird dies erstaunlich kurz beschrieben: bis alles er verstanden hat.               lim�→6 �� � �   

Auch wird dies so symbolisiert: Der junge Math´matik-Student,           �� → � für � → ∞  der dies begriffen hat und kennt, 
wie auch in Kurzform aufnotiert: der hat ein sich´res Fundament,           �� → �. Wenn frohgemut er weiter rennt. 
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Grenzwertsätze 

 
Mit zwei konvergenten Folgen ���
 und �8�
 sind auch die Summen-, Differenz-, Produkt- 
und Quotientenfolgen konvergent und es gelten die in Formeln und Tafeln (FuT) aufgeführten 
Grenzwertsätze, illustriert an den folgenden Beispielen: 
 
Beispiele: 
a) 

55 lim 33
3 5 3

lim lim
1 12 1 22 lim 2

n

n n

n

n nn

n

n n

→∞

→∞ →∞

→∞
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Zähler und Nenner werden durch die höchste Potenz von n dividiert. 
 
b) 
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Übungsaufgabe: 
In den folgenden Fällen ist das Konvergenzverhalten der angegebenen Folgen zu untersuchen: 
 

a) �� � ��9#�
,�9#�, b) �� � �

� ∙ ��� + �
�� c) 1, − �

� , �
� , − �

� , �
� , − �

% 

d) �� � ��#��<�
�
�,  e) ) �� � sin ��?

� � 

 
Lösung: 

a) lim�→6 �� � �
,, die Folge ist konvergent 

b) �� � � + 1, die Folge ist (bestimmt) divergent 
c) divergent, die Folgenglieder kommen -1 und 1 beliebig nahe. 1 und -1 sind sogenannte  
    Häufungspunkte der Folge. 

d) �� � 2 + ��<�
�
�, , lim�→6 �� � 2, die Folge ist konvergent  

e) die Folge ist periodisch mit den Folgengliedern 1, 0, - 1, 0, ….die Folge ist divergent. 
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Die Eulersche Zahl e 

 

http://www.spektrum.de/sixcms/media.php/924/april_2007_euler.pdf 
 

 
Beweis: 

Der Satz wird bewiesen, indem man nachweist, dass die Folgen 
n

n
n

a 






 += 1
1  und 

1
1

1
+








 +=
n

n
n

b  eine sogenannte Intervallschachtelung bilden. Dazu ist zu zeigen: 

 
1. die Folge �� ist monoton wachsend 
2. die Folge 8� ist monoton fallend 
3. �� @ 8� für alle n 
4. ( ) 0lim =−

∞→ nn
n

ab  

 
Gemäss der Vollständigkeitseigenschaft der reellen Zahlen ist durch diese Intervall-
schachtelung eine eindeutig bestimmte Zahl e festgelegt; e heisst Eulersche Zahl. 
 
e ≈ 2.718281828459045... 
  

Satz:  

Die Folge 
n

n
n

a 






 += 1
1 ist konvergent. 
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Beweis von 1: 
Dazu wird der folgende Quotient abgeschätzt: 

1
1

1
1

1

1
1

1

111 )1(

22

21

1

=
−

⋅






 −
−

⋅






 −=
−

⋅






 −=






 −⋅






 += >
−

− n

n
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n
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n

n

n

n

n

n

n

a

a
nnnn

n

n  

woraus die Behauptung folgt, denn es gilt nach der sogenannten Bernoullischen Ungleichung 
(→ Vollständige Induktion) nämlich: 

nn
n

n

n
1

1
1

1
1

1
22

−=⋅−>






 −  (1) 

Beweis von 2: 
Analog zu 1. erhält man 

1
1

1

1
1

1

1

1
1

1

111

)1(1

2

1

2

21

1 =−⋅








−
−−⋅









−
−=−⋅









−
=









+
⋅









−
= >

+++
−

n

n
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n
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n

n

n

n

n

n

n

b

b
nnnn

n

n  

Der Beweis von 3. folgt unmittelbar aus 

1
1

1 >+=
na

b

n

n  

Beweis von 4: 
Wegen 

1

4

1

1

1

1

1
1

1 1 +
=

+
⋅<

+
⋅=









+
−⋅=

+
⋅−=−

nn
b

n
b

n

n
b

n

n
bbab nnnnnn  gilt: 

0
1

4
lim =

+→∞ nn
 

 
Ein zweiter Beweis ergibt sich aus dem folgenden wichtigen  
 
 
 
 
 
Es kann nämlich gezeigt werden, dass die Folge �� monoton wachsend und beschränkt ist. 
(siehe die folgende Beilage aus dem Skript der Vorlesung von H. Huber ETHZ oder in der 
Literatur). 

Satz: 
Eine monotone und beschränkte Zahlenfolge ist konvergent. 
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