1.1 Grundlegende Zahlenmengen

Georg Cantor (1845-1918) hat den Begriff der Menge eingefiihrt. Man versteht darunter die
Zusammenfassung einzelner Dinge, welche Elemente genannt werden, zu einem Ganzen.

Dieser Abschnitt gibt eine Ubersicht tiber die grundlegenden Zahlenmengen namlich:
Die Menge N der nattrlichen Zahlen

Die Menge Z der ganzen Zahlen

Die Menge Q der rationalen Zahlen

Die Menge R der reellen Zahlen

Die Menge C der komplexen Zahlen wird im Kapitel ,,Weitere Themen* behandelt.
1. Die Menge der naturlichen Zahlen N ={1, 2, 3, 4,.....}

,, Die natlirlichen Zahlen hat der liebe Gott gemacht.
Alles andere ist Menschenwerk.* Leopold Kronecker, 1821

Fiir die Aussage ,,4 ist Element der Menge N* d.h. ,,4 ist eine natiirliche Zahl** schreibt man
kurz 4 € N und entsprechend —1¢ N, da -1 keine natirliche Zahl ist.

N ist bezliglich Addition und Multiplikation abgeschlossen, d.h. in N sind Addition und
Multiplikation unbeschrankt durchfuhrbar.

Hin und ist es sinnvoll, die Menge N mit der Zahl 0 zu ergénzen, woflr kurz geschrieben
wird: No=N v {0} = {0,1,2,34,.....}

Unter einer Primzahl versteht man eine naturliche Zahl mit genau zwei Teilern.
Die Menge der Primzahlen P = {2,3,5,7,.....} ist eine wichtige Teilmenge von N oder
symbolisch P < N, denn jede Primzahl ist insbesondere auch eine natiirliche Zahl.

Schon Euklid (um 300 v. Chr.) hat bewiesen, dass es unendlich viele Primzahlen gibt.
Primzahl-Rekordhalter war 2018 die Zahl 282589933—1 mit 24.862.048 Stellen. Den aktuellen
Rekordhalter findet man im Internet unter http://de.wikipedia.org/wiki/Primzahl.

"Grosse" Primzahlen spielen bei der Verschliisselung von Daten (Kryptologie) eine wichtige
Rolle.
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Es gilt der folgende

Satz von der eindeutigen Primzahlzerlegung:

Jede natiirliche Zahl kann eindeutig als Produkt von Primzahlpotenzen dargestellt
werden.

Beispiele:
720=2°.3? -51' 84=2%.3".7

Aus der Primzahlzerlegung zweier Zahlen ergeben sich der grosste gemeinsame Teiler (ggT)
und das kleinste gemeinsame Vielfache (kgV) zweier nattrlicher Zahlen. Fur den ggT der
beiden Zahlen wird der Exponent jeder Primzahl minimal, beim kgV maximal gewabhlt.

Beispiele:
09T(720,84) = 22.3", kgV(720,84) = 2°.3%.5.7,ggT(26,9) =1

Zwei naturliche Zahlen a und b mit dem gréssten gemeinsamen Teiler 1 heissen teilerfremd
oder kurz
ggT(ab) =1

Mdogliche Erganzungen zum Thema werden im Kapitel ,,Weitere Themen* — Zahlentheorie

besprochen, wie etwa:

- Das Sieb des Eratosthenes (275 v. Chr. - 195 v. Chr.) zur Bestimmung der Primzahlen.

- Der Euklidische Algorithmus (vereinfacht ausgedriickt ein Rechenverfahren) ermdglicht die
Bestimmung des grossten gemeinsamen Teilers (ggT) zweier nattrlicher Zahlen.

Der Zahlenbereich wird nun schrittweise erweitert bis schliesslich alle vier Grundoperationen
unbeschrénkt durchfiihrbar sind.

2. Die Menge der ganzen Zahlen Z = {0,1,-1,2,-2,3,-3,.....}
Z ist bezliglich Addition, Subtraktion und Multiplikation abgeschlossen, d.h. diese

Operationen sind unbeschrankt durchfiihrbar. In Z hat die Gleichung a + x = b eine eindeutig
bestimmte Losung.

3. Die Menge der rationalen Zahlen Q = {% /z€Z, neN}

Die Menge Q der rationalen Zahlen besteht aus den Zahlen, die sich als Bruch mit Zahler z
und Nenner n darstellen lassen.

Q ist beziglich Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division (Ausnahme 0)
abgeschlossen. Die Gleichung ax = b ist fir a =0 unbeschrénkt und eindeutig losbar.
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Jeder rationalen Zahl ist eindeutig ein Punkt auf der Zahlengeraden zugeordnet.

-®

Die rationalen Zahlen liegen dicht auf der Zahlengeraden, denn zwischen zwei verschiedenen
rationalen Zahlen r1 und r2 lassen sich stets weitere Zahlen angeben z.B.:

%(rl + rz)

Trotzdem gibt es Punkte auf der Zahlengeraden, denen keine rationale Zahl entspricht, z.B.

m, V2,345,

Satz:
V2 st irrational.

Beweisidee:

Es wird gezeigt, dass die Annahme, /2 sei rational, auf einen Widerspruch fiihrt (Methode
des indirekten Beweises).
Annahme:

Es gibt eine Darstellung \/_zg mit ggT(a, b) = 1.

(der grosste gemeinsame Teiler von a und b ist 1).

Quadriert man die Gleichung, dann ist 2b? = a%. Die Zahl auf der linken Seite enthalt den
Primfaktor 2 in ungerader Anzahl, die auf der rechten Seite in gerader Anzahl, denn das
Quadrat einer natiirlichen Zahl enthalt jeden Primfaktor doppelt (6 = 2-3 und 6% = 22.3%). Dies

ist ein Widerspruch zur Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung. Also ist /2 nicht rational.

Stellt man eine rationale Zahl als Dezimalbruch dar, dann kénnen wie die folgenden Beispiele
zeigen verschiedene Falle auftreten:

Beispiele:

15 375 . .

i 3.75 der Dezimalbruch bricht ab

z—z = % =0.74 der Dezimalbruch bricht ab

% =0.285714285714285714 Der Dezimalbruch ist periodisch (Periodenléange 6)

22 =0.218181818... Der Dezimalbruch ist periodisch mit der VVorperiode 2.

55

Enthalt die Primfaktorzerlegung des Nenners nur die Faktoren 2 oder 5, dann kann der Nenner
durch Erweitern als Zehnerpotenz dargestellt werden. Die Dezimalbruchentwicklung ist in
diesem Fall abbrechend.

Kommen in der Primfaktorzerlegung des Nenners q ausser 2 und 5 andere Primfaktoren vor,
so kommt nach spatestens q - 1 Divisionsschritten ein Rest vor, der schon einmal aufgetreten
ist. Es entsteht ein periodischer Dezimalbruch (ev. mit Vorperiode). Die maximale
Periodenlénge ist q — 1 wie etwa im Beispiel:

1—17 — 0.0588235294117647 0588. ..
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Allgemein gilt:

Die Dezimalbruchentwicklung einer rationalen Zahl ist abbrechend oder periodisch.

Im Kapitel ,,Folgen* wird spéter gezeigt, dass umgekehrt jeder periodische Dezimalbruch als
rationale Zahl dargestellt werden kann.

Die Menge der Zahlen, die nicht als rationale Zahlen darstellbar sind heisst Menge | der
irrationalen Zahlen. Sie besteht aus allen Dezimalbriichen, die weder abbrechend noch
periodisch sind wie etwa:

V2 =1.4142135623730957425. . oder andere Wurzeln aus Nicht-Quadratzahlen.
7 = 3.141592653589793...
e = 2.718281828459045... Die sogenannte Eulersche Zahl -
— Kapitel ,,Folgen*
0.101001000100001000001... Bei diesem Dezimalbruch vergrossert sich die
Anzahl der Ziffern 0 nach jeder 1 um 1.
0.14916253649... Die Ziffern ergeben sich, indem man die

Quadrate der naturlichen Zahlen hinter-
einander aufschreibt.

0.12624120720... Die Ziffern ergeben sich , indem man die
Fakultaten (— Kapitel ,,Folgen*) hinter-
einander aufschreibt.

Der Taschenrechner (TR) liefert fiir irrationale Zahlen N&herungswerte.
4. Die Menge der reellen ZahlenR=Q U I.
Die Menge der reellen Zahlen ist also die Vereinigung der Menge der rationalen Zahlen Q

und der Menge der irrationalen Zahlen I. Die Bilder der reellen Zahlen fillen die
Zahlengerade luckenlos.

[

W b

o[

Das Problem, quadratische Gleichungen der Form x? = a auch fiir negative Zahlen zu lésen,
fiihrt schliesslich auf die Menge C der komplexen Zahlen.
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Die folgenden Erganzungen machen Voraussetzungen, die erst spater im Abschnitt — Lineare
Funktionen besprochen werden:

Machtigkeit von Mengen, abzahlbare und Uber abzéhlbare Zahlenmengen

Obwohl N eine echte Teilmenge von Z und Z eine echte Teilmenge von Q ist, haben diese
drei Mengen die gleiche Méchtigkeit, denn die Elemente von Z bzw. Q kdnnen wie im
Folgenden gezeigt wird ebenfalls nummeriert werden. Mengen dieses Typs heissen abzahlbar.

N:1,2,3, ...

Z:01,-1,2,-23,-3,...

Auch Q ist abz&hlbar. Dazu werden die Briiche nach der Summe von Z&hler und Nenner
geordnet, gekirzte Briiche werden gestrichen. Nach der gleichen Idee wie bei der Menge Z

sind dann alle Briiche abzahlbar.

11 1 12 21 13 3
011;'?15)'51? Iv

) H ) )

233
T3'2' 2
Die Menge der reellen Zahlen R hingegen ist (berabzahlbar.

Dazu zeigt man indirekt: Schon das Intervall]0,1] ist Uberabzahlbar:
Annahme: Die Zahlen des Intervalls lassen sich nummerieren.
0.369729104...

0.153093747...

0.001075892...

0.369729114...

Es kann nun eine Zahl angegeben werden, die in dieser Liste nicht vorkommt, da sie an der
1. Stelle nicht mit der 1. Zahl, an der 2. Stelle nicht mit der 2. Zahl, usf. libereinstimmt. Dazu
wird an jeder Stelle die Ziffer verandert, indem man z.B. die Ziffern 0, 1, 2, 3, 4um 1
vergrossert und die Ziffern 5, 6, 7, 8, 9 um 1 verkleinert. Die so konstruierte neue

Zahl 0. 4626... weicht an mindestens einer Stelle von jeder der aufgefiihrten Zahlen ab, im
Widerspruch zur Annahme, es kdnnten alle Zahlen nummeriert werden.

Die Aussage dass R uberabzéhlbar ist kann folgendermassen geometrisch interpretiert

werden:

Das Punktegitter ist unbegrenzt fortgesetzt zu
denken. Die Gerade mit der Gleichung y = /2 -x

trifft keinen Gitterpunkt mit ganzzahligen e o e /e e
Koordinaten. Wirde es namlich einen solchen Punkt
geben, dann kodnnte die Steigung als rationale Zahl s o e o e e

dargestellt werden.

Sobald es einen Punkt gabe, gébe es sogar unendlich
viele weitere, denn die Koordinaten dieses Punktes
kodnnten mit einem gemeinsamen Vielfachen
multipliziert werden. Da die rationalen Zahlen
abzahlbar sind, die irrationalen tberabz&hlbar, gibt

es sogar ,,mehr* Geraden, die das Gitternetz nicht o . . .
treffen als solche, die das Gitternetz treffen.
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