3. Ableitung von weiteren Funktionen
Exponentialfunktion:

Die Eulerschen Zahl e ist als Grenzwert definiert:
e =lim(1+1)" =2.18281828459045...

n-o

Wegen e =¢* [2" gilt:

Xoth _ X h _
By _et"-e ol

Ax h h

Die 1. Ableitung an einer beliebigen
Stelle xo wird damit auf die

1. Ableitung an der Stelle 0
zuriickgefiihrt. Die Vorzugsrolle der
Basis e ist darin begriindet, dass fiir
diese Basis der

Grenzwert 1 ist.

(ohne Beweis, Test mit dem TR). Fln o)

Qx4+ h, f(xo+ h))

Ag

Damit gilt: .
h /1”: 1

\ R S
f'(x))=e E’llfrol P —e

(e") =e' Ableitung der Exponentialfunktion

T

xo+ h

Fiir die Eulersche Basis stimmen also an jeder Stelle Funktionswert und 1. Ableitung iiberein.

Geometrisch bedeutet dies, dass man die Kurventangente im Punkt P (xo, e"“) erhilt, indem

man den Punkt (x, —1,0) auf der x-Achse mit P verbindet.

Unterschiede:
Potenzfunktionen werden nach der Potenzregel abgeleitet.

Der Exponent ist eine vorgegebene Zahl, die Basis ist variabel. (x” )' =nx""

Bei Exponentialfunktionen ist die Basis eine vorgegebene Zahl, die Variable steht im

Exponenten: (e" )' =e
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Logarithmusfunktion

Die Logarithmusfunktion ist die . _
Umkehrfunktion der Exponential- ‘ ki Sl
funktion. Thr Graph ergibt sich aus dem
Graphen der Exponentialfunktion durch
Spiegelung an der 1. Winkelhalbie-
renden. Ay
Mit der spiter besprochenen Regel zur
Berechnung der Ableitung der Umkehr-  °| = ’ : st h
funktion kann gezeigt werden, dass gilt:

(Inx) == x>0 s

P(xo, f(z0))

= |-

Herleitungsvariante:
. . . I . .
Der Differenzenquotient der Funktion f (x) = —wird geeignet umgeformt:
X

R e e [

h h X, X,

n n

n

Wir wihlen nun die Folge h, so, dass gilt:

h
h 1 bzw. h, =%
X, n n

Diese Folge hat fiir n gegen unendlich den Grenzwert 0. Damit kann der Differenzenquotient
(*) in der folgenden Form geschrieben werden:

In(x,+h,)=Inx, =£D]n(l+l)=i[]]n(l+l)

h X, n) x, n

n

Nach der Definition der 1. Ableitung gilt somit:

f'(x0>:1imim(1+1j":L%(nm(l+1j”]:imnezi

ne® X, n X, n-son n X, X,

Dabei wird verwendet, dass Logarithmus- und Grenzwertbildung vertauschbar sind.
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Trigonometrische Funktionen

Aus der geometrischen Interpretation der 1. Ableitung als Tangentensteigung des Graphen
ergeben sich unmittelbar Vermutungen fiir die Ableitung der Sinus- bzw. Cosinusfunktion
(die Graphen der Ableitungen sind griin gefirbt).

sl sin(x)

(sinx)’ = (cosx)’

(cosx)' = —sinx

04_DR_ADbI_elem_Fkt 24.05.2020/ul



Bei der Herleitung der 1. Ableitung nach Definition benotigt man den folgenden Grenzwert:
. sink’

+ —_
und das Additionstheorem: sin@ —sin § = 2C08(a ) B jsin(a ) A j

Q(J,'{) + h, f(.’l'(] + /l))

Ay

P(.’l'(), f .7‘())) A.’]‘

xg

xo+ h

. . cos(x0 + hj sin(hj sin( h
Ay _ sm(x0 +h)—sm(x0) —o 2 2) _ cos(x +ﬁj 2
0

[_;7) sei h' = h
Ax h h 2 h 2
2
Da der Grenzwert eines Produkts gleich dem Produkt der Grenzwerte ist gilt:

(%)= E{r})cos(xo +1') Tim sin i

I
=cosx, I =cosx,

Die Cosinuskurve entsteht aus der Sinuskurve durch eine Verschiebung in negativer x-
Richtung um "> d.h. es gilt: cos x =sin (xo +§) . Spiter folgt nach der Kettenregel:

(cos x)' = (sin (x +’—27))' =-sinx
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Beweis des Grenzwerts (1)

. . . sinx
Es ist zu zeigen: lim =1
x-0  x

Beim Beweis geht man vom folgenden
Fliachenvergleich aus. >

Die doppelte Flache des Dreiecks OCB
ist kleiner oder gleich

der doppelten Fliche des Sektors OCB
und kleiner oder gleich

der doppelten Fldche des Dreiecks OCD.

Sin T tan x

Sei0<x < g
sinx< x<tanx

. . . . cosx
Dividiert durch sinx > 0 0 A 1c
x tanx _ 1

1<

sinx sinx cosx
Dann gilt fiir die Kehrwerte (Wechsel des Ungleichheitszeichens)

sin x
12 = COSX Grenziibergang
X
. . sinx _ .
lim = lim 2 limcos x
x10 x10 X x10
. sinx
121lim 21
xl0 X
Daraus folgt die Behauptung damit die Behauptung.
. sinx
lim =1
xL0 X
sin|—x) _sinx . . sinx
Wegen ( ) = gilt auch lim =1.
-X X xt0 X
Folgerung:
. l—cosx
lim——=0
x-0 X
Dazu formt man den Term folgendermassen um:
1-cosx _ (1—cosx)[fl+cosx)  sin’x _sinx  sinx
X x[ﬂ1+cosx) x[ﬂ1+cosx) x l+4cosx

Der erste Faktor hat den Grenzwert 1, der zweite den Grenzwert 0, woraus die Behauptung
folgt.
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Zusammenfassung

Die erste Ableitung einer Funktion f: D — R ist als Grenzwert des
Differenzenquotienten definiert:

RIS

Man sagt auch: Die Funktion f ist an der Stelle x¢ differenzierbar.

Sekante

Tangente t Q(xo+ h, f(xzo+ h))

Al/ = f(;lf() + ]l) - f(;],'())

P(x, f(x0)) Az = h

©

o o+ h

Beachte die verschiedenen Interpretationen

Differenzenquotient Differentialquotient = Grenzwert des Differenzenquotienten
Sekantensteigung Tangentensteigung = Grenzwert der Sekantensteigungen
mittlere Geschwindigkeit Momentangeschwindigkeit = Grenzwert der mittleren G.

mittlere Anderungsrate  momentane Anderungsrate = Grenzwert der mittleren And.rate

Geometrische Deutung:
Zwischen der Steigung der Tangente und dem Steigungswinkel ¢ besteht der Zusammenhang:

f’(xO)Ztan¢
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