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6. Weitere Ableitungsregeln 

 
Die Ableitung einer Summe ist gleich der Summe der Ableitungen. Gilt eine entsprechende 
Vertauschungsaussage auch für das Produkt? 
 
Test an einem Beispiel:  

( )( ) ( ) xxxxxx 21131 232 ⋅≠+=
′

+=
′

+⋅  Die Ableitung eines Produkts ist nicht gleich  

 dem Produkt der Ableitungen 
Stattdessen gilt: 

 
Beweis:  

Sei ( ) ( ) ( )F x f x g x= ⋅ . Die erste Ableitung von F ist als Grenzwert der Sekantensteigungen 

(des Differenzialquotienten) definiert: 
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Es wird nun ein geeigneter Term eingeschoben, nämlich ( ) ( )0 0 0 0( ) ( )f x g x h f x g x h− ⋅ + + ⋅ +  
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Bem.: 
• Die Grenzwerte dürfen summanden- bzw. faktorenweise gebildet werden. 
• Da die Funktion g differenzierbar ist, ist sie auch stetig. 
 
  

Satz: 
Voraussetzung:  Die Funktionen f und g sind in einem Intervall I differenzierbar 

Behauptung:  ( )f g f g f g′ ′ ′⋅ = ⋅ + ⋅  Produktregel  
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Beweisvariante (die Notation wurde verändert) 
 
Das Produkt der Faktoren ���� und ���� kann als Flächeninhalt ���� � ���� ∙ ���� eines 
Rechtecks dargestellt werden.  
Wird x um 	� verändert, so verändert sich die Breite um ∆� und ∆�. Der Flächenzuwachs 
(gefärbte Rechtecke) beträgt ∆� � ���� ∙ ∆� � ���� ∙ ∆� � ∆� ∙ ∆� 

 
Für den Differenzenquotient gilt damit: 
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Wegen 
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Folgt daraus die Produktregel. 
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Beispiele: 
 
1. 

( ) 1ln
1

ln1ln +=⋅+⋅=′⋅ x
x

xxxx  

2. 

( ) ( ) xxxxxxxx
eeeeeeee

22 2=⋅+⋅=′⋅=′
 Hinweis auf die →Kettenregel 

 
3.  
Kombination mit der Konstantenregel 

( )( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )xxx

xxxxxxxxx

2cos2sincos2

sinsincoscos2cossin2cossin22sin
22 ⋅=−⋅

=⋅−⋅⋅=′⋅=′=′
 

4. 

( )2sin 2 sin cosx x x
′ = ⋅ ⋅  → Kettenregel 

5. 
Man wird nicht jedes Produkt mit der Produktregel ableiten: 

( ) ( )( ) ( ) 426242212 2232 −−=′+−−=′−⋅− xxxxxxx  ausmultiplizieren 

6. 
Verallgemeinerung der Produktregel auf mehrere Faktoren 

( ) ( )( ) hgfhgfgfhgfhgf ′⋅⋅+⋅′⋅+⋅′=′⋅⋅=′⋅⋅ )()(  

( ) hgfhgfhgfhgf ′⋅⋅+⋅′⋅+⋅⋅′=′⋅⋅  

Jeder Faktor wird also genau einmal  abgeleitet. 
Der Spezialfall � � � � ℎ führt auf  

( ) fff ′⋅⋅=′ 23 3  

und durch induktives Schliessen auf die verallgemeinerte Potenzregel: 

( ) ffnf
nn ′⋅⋅=′ −1  n ∈ N →Kettenregel 

7. 

( )( ) ( ) 3131013 910 ⋅−⋅=
′

− xx  

8. 

( ) xxx sincos4cos 34 ⋅⋅−=′
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Übungsaufgaben: 
a) 

( )( ) 3
2

1
3

x
x x

x

−′− ⋅ = ⋅  

b) 

( )
x

x
x

ln2
ln 2 =′

 

c) 

( )( ) ( )2 ln 1 2ln 1x x x x
′⋅ − = ⋅ −  

d) 

( ) ( ) xx
exex ⋅+=

′
⋅ 1  höhere Ableitungen ( ) xn enxxf ⋅+=)()(  

e) 

( ) ( ) xx
exxex ⋅+=

′
222  höhere Ableitungen ( )( ) xn ennnxxxf ⋅−⋅++= 12)( 2)(  

f) 

( )( ) 2sin 1 cos 2cos cos 1x x x x′⋅ + = + −  (cos2 x)' = - sin (2x) 

g) 

( ) ( )2cos sin 2x x
′

= −  

h) 

( ) ( )xxexe
xx cossinsin +=

′
⋅  

i) 
Bad jokes: 

( ) ( )2 2sin cos 1 0x x
′ ′+ = = ( )′+ xx

22 cossin = (1)' = 0 

( ) ( )tan cot 1 0x x
′ ′⋅ = =   

( )(cos tan ) sin ' cosx x x x′⋅ = =  


