S. Integralregeln

Die folgenden Regeln vereinfachen die Berechnung bestimmter Integrale. Sie lassen sich mit
der Definition des bestimmten Integrals oder dem Hauptsatz begriinden.

1. Konstantenregel:

jic Lf (x)dx :cﬁf(x)dx (D)

Ein konstanter Faktor darf vor das Integralzeichen geschrieben werden. Multiplikation mit
einer Konstanten und Integration sind also vertauschbar.

Beispiel:

j.Z@xdeZEj.exdeZQe—l) _\,P
0 0

Beispiel: b
Inhalt der Ellipse

Die Ellipse kann als normalaffines Bild eines P
Kreises aufgefasst werden:

A:Zﬁzﬂj‘\jrz —xza’x=2DTa2 = Jtab
a * a

2. Summenregel:

b b b
[(F@tgde=[fr)det[gde (@)
Integration und Summation bzw. Differenz sind vertauschbar.

i(sz —3x+5)dx —j(—x2 —3x+5)dx = i3x2dx =x3‘f =26
1

1 1

Multiplikation und Integration sind hingegen nicht vertauschbar und das Integral des
Kehrwerts einer Funktion ist nicht gleich dem Kehrwert des Integrals der Funktion.
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3. Additivitét des Integrals

Ist ce [a, b] dann gilt:

b c b

[feode=[ fxyde+[ fOodx 3)

Das bestimmte Integral war bisher unter der Voraussetzung a < b definiert. In
Ubereinstimmung mit der Anschauung erweitern wir die Definition fiir a > b:

J‘ f(x)dx=0 (4) und wie es der Hauptsatz nahelegt

a b

[ Feode==] ) dx (5)

(;.h. beim Veriauschen der Integrationsgrenzen dndert das Vorzeichen.

Tipp: (5) gibt die Moglichkeit, unliebsame Minuszeichen ,,zum Verschwinden* zu bringen.
Beispiel:

. w 0
jsmxdx =—cosS x|0 = cosx|n= 2
0

Mit den Definitionen (4) und (5) gilt die Regel (3) fiir beliebige reelle Zahlen a, b, und c.

05_IR_Integralregeln 24.11.2020/ul



6. Integrationstechniken

Nach dem Hauptsatz ist die Berechnung bestimmter Integrale einfach, wenn eine
Stammfunktion des Integranden bekannt ist. Bei der Suche nach einer Stammfunktion kdnnen
folgende Techniken helfen:

1.
Grundintegrale in Formeln und Tafeln
speziell: Anwendungen der Potenzregel

1 _ 1
j—zdx='[x ‘dx=——+c

X X
Waurzeln als Potenzen mit rationalen Exponenten darstellen

J-\/;dx :J.x%dx Z%Dc% +c
jldx = ln|x| +c x#0 Ausnahmefall!
X

2.
Kommt im Integranden ein Bruch vor, so wird man nach Mdoglichkeit dividieren!

3 _ 2
IMdXZI(x+z— ! de=%+21n|x|+l+c x#0

2 2

X X X X
3.

Einfache zusammengesetzte Integranden (Gegenstiick zur Kettenregel)
Beispiele:

wegen (sin x) =cos x gilt Icos xdx=sinx+c

wegen (sin(2x))' = ZEOS(ZX) gilt:

oder allgemein: Icos(ax)dx =1 Ein(ax) +c
wegen (e”‘)' =e" gilt: je"dx =e' +c
wegen (e”‘ )' =—e " gilt: Ie_xdx =—e ' +c
analog:
0 3y —2)!
j(3x—2) dx =1 xll) c
J.e_”dx=—%e_2x +c _[e”)‘cvfyc:%e””C +c

j2xdx=4fexmdx=#@xm‘2 te=502"+c

In2

. Xy = 2. g*
allgemein: Ja*dx = —-a*dx
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In4 In4

4e* —e™ )dx =(4e" —Le™*
I ) =(de" = 1)

0 0
J.4_Xex dx:4J‘(e_)C -Ddx=-4e" —x+c
e
2 2 _ 2
[l = 2 1J’de:j(x+1+ijdx=x—+x+21n|x—1|+c x#1
x-1 x-1 x—1 2

4.
Logarithmische Integration

2x

X+

Im Zihler steht gerade die Ableitung des Nenners. Die Verallgemeinerung dieser Idee fiihrt
auf:

Nach der Kettenregel gilt: (ln(x2 + 1) = N oder also I 1dx =In (x2 + 1) +c

x*+

g'(x)
I g(x)

dx =1n|g(x)|+c g(x)#0 sogenannte logarithmische Integration

weitere Beispiele:

I xeildx=ln(e" +1) +c
e
COS X

Icotxdx ==
sin x

dx=1n|sinx|+c sinxZ0

In einigen Fillen ist eine Korrektur notig:

dx _ 3dx _
J‘2+3x_%q‘2+3x_%uln|2+3x|+c *#73
[0 =g [ 20X ooy in (34 2sinx) +c

3+2sinx 3+2sinx

Spiter werden besprochen:

Substitutionsregel als Gegenstiick zur Kettenregel

Partielle Integration als Gegenstiick zur Produktregel
Partialbruchzerlegung: Integration von gebrochen rationalen Funktionen

Es gibt einfache Integranden, fiir die keine aus elementaren Funktionen zusammengesetzte

x2

Stammfunktion existiert z.B f(x) = e 2
Es gibt also bestimmte Integrale, die nicht mit dem Hauptsatz berechnet werden kdnnen. In
diesen Fillen ist man auf Niherungsverfahren — Numerische Integration angewiesen.
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