8. Nullstellen von Polynomen

Def.
xo heisst Nullstelle der Funktion$ f(x,)=0

Bem.:

An einer Nullstelle schneidet oder berthrt der Grajmer Funktion die x-Achse.Das
Problem, die Nullstellen eines Polynoms zu bestimrfighrt auf eine algebraische Gleichung
n. Grades.

Bestimmung der Nullstellen in Spezialfallen:

f(x)=x*-2x-3

Quadratische Auflésungsformeloder faktorisierex —3)[{x+1) =0 x1=3,% =-1
f(x)=x*-x*-12

Biquadratische Gleichung x* +x* -12= (x2 —3) Eﬁx2 + 4) =0 X, = +/3
f(x) = x* - 6x> +8x
Ausklammern! x[{x-2){x-4)=0 x1=0,%=2,%=4

Ist einmal eine Nullstelle bekannt, dann kann dexdGler Gleichung um 1 reduziert werden.
Es gilt ndmlich der folgende

Satz:
Ist speziell x eine Nullstelle von f, dann ist(x) durch(x-x,) teilbar, d.h. es gilt:

f(x) = (x-x,)B(x) mit grad g = grad f - 1
g(x) kann durch Polynomdivision bestimmt werden odefagher mit dem sogenannten

Hornerschema

Das Hornerschema ist ein Algorithmus zur BerechrdegyFunktionswerts eines Polynoms
Das folgende Beispiel illustriert die Idee:
B

f(x)=2x* -3x? =5x+6 = ((2x - 3) X - 5) x + 6

6 9 12 ¥=3

2 3 4 18 =1(3)

Das Hornerschema liefert zusétzlich die Darstellung
f(x)= (x—3)[ﬁ2x2 +3x+4)+18
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allg.
Hornerschema fir das Polynofn(x) = ax® +bx® +cx+d (1)
a b C d

aX bX ©X X=X

& b G c
mitaa=a, h=b +Xa, ¢t =C+ %by, di =d + %C1 3)

Behauptung:
f(x) = (X = X,) [(X) +d, mit g(x) =a,x* +bx+c, undf(x) =ch (2)

Beweis: durch Ausmultiplizieren von (2) und Koeiéiatenvergleich mit (1)

(x=%) [B(x) +d; = (x=x%,)da,x* +bx+c,)
Koeffizient von

X% a=a wegen (3)
x> h-axo=b wegen (3)
xt ci-bixo=c wegen (3)
x% di-cixo=d wegen (3)
Erganzung:

Mit dem vollstéandigen Hornerschema konnen zusditzlie Ableitungen berechnet werden.
Die Darstellung (2) ist besonders nutzlich, wenreéMullstelle von f bekannt ist:

B.:
f(x)=x*-7x+6 xi=2ist Nullstelle.

1 0 -7 6
2

1 2 3 0=1(2)

Horner liefert die Darstellung
f(x)= (x—Z)(x2 +2x— 3)

Die beiden restlichen Nullstellen kénnen z.B. nat duadratischen Auflésungsformel oder
durch faktorisieren gefunden werden:=1, x% = -3. Damit gilt:

f(x)= (x-2) e+ 3 -

Satz:
Ist speziell ¥ eine Nullstelle von f, dann ist f(x) durch (xo)xeilbar, d.h.

f(X)=(x—%,)[(x) mitgradg=grad f-1

Bem.
Die Koeffizienten von g ergeben sich leicht mit delernerschema
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Aufgabe.
Das Polynom f(x) = 3%+ 2% - 19x + 6 hat die Nullstelle -3. Zerlege f(x) ilmkarfaktoren.

Das Hornerschema liefert schliesslich die Darstegjlu

f(x)=3(x+3)dx-Jx~3) =(x+J{x- I %~}
Bem.:
Eine ganzzahlige Nullstelle eines Polynoms mit gahligen Koeffizieneten ist ein Teiler des

konstanten Gliedes.

Beweis fur ein Polynom 3. Grades:

Vor.:
z sei eine ganzzahlige Nullstelle des Polynoms f
az’+bz*+cz+d =0 oder —d =az’+bz*+cz durch z dividiert
_d =az’ +bz+c , wo die rechte Seite nach Vor. ganzzahlig ist.
z
Uebungsaufgaben:
a)

f (x) :xs—x—6:(x—2)[@x2+ 2+ 3)

Als ganzzahlige Losungen kommen die Zahlen +1,+82n Frage.

Der quadratische Term kann reell nicht in Lineaktionen zerlegt werden, da die zugehdrige
Diskriminante negativ ist.

b)

f(x)=6x-73*+ 7%~ 22=(x~- 1)0(- 1 (- ¢

Als ganzzahlige Losungen kommen die Zahlen 1, ifilArage.

c)

ce R ist so zu bestimmen, dass die Gleich@mg+ x* - 3x+c¢ = 0 die Losung x1 = -1 hat.
Wie heissen die Ubrigen Lésungen (Wurzeln steheseld?

LOsung:

C=-2,%, =%[(}11\/1_7)

Allgemein gilt (ohne Beweis):

Fundamentalsatz der Algebra

Ein Polynom n-ten Grades besitzt genau n reelle kol@plexe Nullstellen und es gilt
folgende Zerlegung in Linearfaktoren:

f (x)=a, fx-x)0x-x,){x-x,) L..0{x~x,) mit x OC

Folgerung:
Ein Polynom n-ten Grades hat insbesondere hochstengelle Nullstellen. Wie das Beispiel

f (x) =x*+1 zeigt, gibt es unter Umstanden tberhaupt keiriierenullstellen.

Bem.:
Es konnen auch zwei oder mehrere Nullstellen Ubstieimen.

B.:
f (x) =x*—6x+ 9:(x—3)2

PO_Nullstellen.docxPO_Nullstellen.docx 13.11.20L7



Beachte:
Mehrfache Nullstellen sind auch Nullstellen deAbleitung (Beweis mit der Produkt- und
Kettenregel). Im Beispiel berthrt die Parabel digchse an der Stelle 3.
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Aufgabe:
Die Tangente t an die kubische Parabeyk: f (x) =x* in einem beliebigen Kurvenpunkt P

schneidet k in einem weiteren Punkt S. bestimmd&dm@rdinaten von S.

Skizze: x=0.5

Fir die Steigung m der Tangente t gilt:
m= f'(x,)=3x2 .
Ansatz fir die Tangentengleichung: 20

t: y=3x'x+q

P erflllt die Tangentengleichung:

X =3 0o+q  g=-2x

ty=3x2x—2x]

Im Schnittpunkt von t und k gilt:

x* = 3x5x=2x5 bzw. x* =3x5x+2x5 =0 :
Die doppelte Losungedieser Gleichung kann

nach Horner abgespaltenwerden:

1 0 3xE 2%

Xo X 2%
1 X0 -2x: 0
X0 2x;
1 2% 0
Gesuchter Schnittpunk®(—2x, /—8xJ)
Ausblick:

Zwar gibt es fur Gleichungen 3. und 4. Grades Asiftigsformeln. Sie sind aber in der Praxis
kaum von Bedeutung. Wie der Mathematiker Nils Héndbel bewiesen hat, gibt es keine
allgemeine Auflosungsformel fiir Gleichungen von dastens 5. Grad. In der Praxis hilft
man sich mit numerischen Verfahren wie z.B. dem tdawerfahren.
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