5. Diskussion von Polynomen 3. Grades

B:
f(x) =-4x°+3x* = -4 x*(x—-6)

1. Ableitungen:

12

2. Nullstellen:f (x) = —%xz(x—G) =0 x12=0x%=06
Es gilt allgemein:

Kommt eine Nullstelle h6herer Ordnung vor (im
Beispiel x = 0), dann ist sie auch Nullstelle der 1
Ableitung.

3. Extrema
f'(x)=-2x*+3x=2x(4-x)=0 x =0 oderx = 4
£7(0)=2 >0

Der Graph von f hat einen Tiefpunkt T(0,0)
Variante:

Die 1. Ableitung wechselt an der Stelle O das
Vorzeichen von + nach -.

uuuuuuuuuuuuuuuuuuu

Graph rechtsgekrummt

f"(4)=-2<0.

Der Graph von f hat einen Hochpunkt H(4,4) Varian ...,

Die 1. Ableitung wechselt an der Stelle 4 das

Vorzeichen von - nach +.

4. Wendepunkte
f'(x)=-3x+3 =%(2—x): 0 x=2
f"(2)=-2#0 Der Graph von f hat an der

Stelle x = 2 einen Wendepunkt W(2,2)
Variante:
Die 2. Ableitung wechselt an der Stelle x = 2 das

Vorzeichen

5. Wertetabelle:

X -2 -1-
0 1 2 3 4 5
f(x) 4 I 0 g 2 27lg
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B:
f (x)=103x~x%)

1. Ableitungen:
f'(x)=403-3x*)=101-x*)

fn(x):—x pra—
f (X) =-1 83 Ni|=w b R N2
2. Nullstellen: s f 3 '

f(x):%Eﬂsx—x3):%D([@3—x2) =0
Ausklammern!
x1=0,%, =+/3, X, =—/3

3. Extrema:

f'(x)=101-x*)=0 x=-loderx=1

da f"(1) =-1< 0 hat der Graph eine Rechtskurve, also liegt einhidonkt H(1,"/s) vor.
analog zeigt man an der Stelle -1 liegt ein Tiekiti(1, /3)

4. Wendepunkte:
An der Stelle 0 wechselt die 2. Ableitung das Varfzen von + nach -, d.h. eine Rechtskurve
geht in eine Linkskurve Uber; also liegt dort eieMdepunkt W(0,0) vor.

5. Symmetrie:
Da die Funktionswerte an den Stellen x und -x eggggesetzt gleich sind, ist der Graph
punktsymmetrisch zum Ursprung.

6. Asymptotisches Verhalten:
Das Verhalten fur betragsgrosse x ist vom Termifest, dessen Exponent am gréssten ist.
Im Beispiel verhalt sich f(x) asymptotisch wi€.-x

7. Skizze: -2 <x<?2

Uebungsaufgaben:
a)

f (x) =x{{x-9)[{x~-24)

LOsung:

3 ganzzahlige Nullstellen, ganzzahlige Extremdkstebei x = 4 und x = 18 und ein
Wendepunkt an der Stelle x = 18.

b)

f (x) :%x[ﬁﬂ—xz)
c)

f (x) =x*[{3-x)
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Der Graph einer Funktion f ist genau dann punktsetnisch zur Ursprung, wenn fur alle x
des Definitionsbereichs giltf (-x) = -f ().

B:

X fx)= IntX

f(x) =sinx, f (x)= )
) ) X2 +1 1-x :

1-x) = - 1)

Fur Polynomfunktionen gilt speziell:

Satz:

Kommen in der Funktionsgleichung eines Polynomsumgerade Exponenten vor, dann ist
der Graph zentralsymmetrisch zum Ursprung.

Begriindung:
Ersetzt man x durch -x, so,wechselt jeder Summasdvarzeichen.

Die bisherigen Beispiele lassen vermuten, dass gilt

Satz: (ohne Beweis)
Der Graph eines Polynoms 3. Grades ist zum Wendepirsymmetrisch.
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Erganzende Informationen ohne Beweis

Der Graph eines Polynoms vom 3. Grad mit der Gieighf(x) = a® + bx2 + cx + d hat einen

3
25 5 —E+d . Der Graph ist
27a° 3a

Wendepunkt mit den Koordinatex), = —% undy, =

zentralsysymmetrisch zum Wendepunkt.

Fuhrt man ein neues Koordinatensystem ein, dessgrihg im Wendepunkt liegt, so erhalt
man als Gleichung der Kurve bezlglich des neuerrdioatensystems:

y:ax3+(c—ijx
3a

Der Graph eines Polynoms vom 3. Grad ist also bkrldgerung einer kubischen Parabel mit
2

der Gleichungy = ax® und einer Geraden mit der Gleichufigr (c—%}i aufgefasst
werden.

Die verschiedenen Typen des Kurvenverlaufs sirgdkeimfolgenden Beispielen dargestellt:
Die Vorzeichen der einzelnen Summanden sind miti@lesichtigung des Vorzeichens zu

addieren

a<o0 a>0
B: f(x)=-x*+2x B:f(x)=x"+x

x*3
XA3+2x /
X

2% /

/

/

Der Graph eines Polynoms vom 3. Grad verlauft etsolinks unten nach rechts oben (oder
von links oben nach rechts unten) und schneideewelgr Stetigkeit an mindestens einer
Stelle die x-Achse. Ausserdem ist zu erkennen, b@sgglich der Anzahl Nullstellen gilt:

Satz:
Ein Polynom 3. Grades hat genau eine, genau zvezigehau drei reelle Nullstellen
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