Trigonometrische Funktionen

Trigonometrische Funktionen spielen bei der Besbbhregy von periodischen
Bewegungsablaufen eine wichtige Rolle.

1. Repetition einiger Eigenschaften

Winkel werden in der Mathematik im sogenannten i
Bogenmass gemessen. Das Bogenmass eines Winke e
gleich der Lange des zugehdrigen Bogens im / /

Einheitskreis. | )
Der in der Skizze abgebildete 60°-Winkel hat das \ 4
Bogenmasst . ~

Def.

Der Sinus eines Winkels ist gerade gleich der
y-Koordinate des zugehorigen Punktes im Einheits-
kreis, der Cosinus gleich der x-Koordinate.

Grundlegende Beziehungen:

siffa+cosa =1 )]

tana =29 cotg = cpsa 2
cosa sina

tana [¢ota =1 ()]

Quadrantenrelationen:
Vom Vorzeichen abgesehen stimmen die trigonoméieise Funktionswerte an den Stellen
X (a) , - x (180° -a), Tt + x (180° +a), 2rt- x (360° -a) Uberein.

Additionstheoreme:
speziell:sin(2a )= 2siny cosr und

cos(2r )= coda - siha= % 2sfr= 2cbeg—- 1

Graphen: s

Ableitungen, Stammfunktionen

o . / g
(sinx) = cosx (cosx J = - sirnx ¥ 5

jsinxdx:—cosx+c K 0 ‘ 7 » ; : 7

j COSXdx = sinx+c 4 g g
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2. Extremalprobleme

Aufgabe:
Aus drei Brettern der Breite a ist eine offene Véassne mit trapezférmigem Querschnitt so
herzustellen, dass sie mdglichst viel Wasser flkesm.

ac

1. Zielfunktion
Der Querschnitt soll maximal sein
Q=mh

Fuhre als Variable einen Winkel din
2. h=alsing, x=altosy
3. Zielfunktion mit einer Variablen a h
Q(¢) =a’[8ing [{1+ cogp) 0<p<Z b
4.Q'(¢)=a’ E@cosz¢+ cog - siﬁ¢) ¢
Wegensin® ¢ =1-cos ¢ kann Q'¢) in der folgenden
Form dargestellt werden:
Q'(¢)=a’(2cos ¢+ cop - 1)
=a’(2cosp- 3 cop+ JI= 0
Nullstellen der 1. Ableitung:
cosp =3 p=Z
cosp = -1 (ausserhalb des Intervalls)
Vergleich der Funktionswerte:

Q(0)=0 Q(2)=a®> Q(z)=3R/3@?

Ergebnis:
Das Fassungsvermégen der Wasserrinne ) =
wird fur ¢ =3 maximal.

Uebungsaufgabe:
Welches rechtwinklige Dreieck mit der Hypotenuse& cm erzeugt einen Kegel gréssten
Inhalts, wenn man es um eine Kathete dreht?
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Aufgabe:

Zwei Korridore von a = 6.75 m und b = 2 m Breitessien rechtwinklig aneinander. Wie
lange darf eine Stange hdchstens sein, wenn sieohtal um die von den Korridoren
gebildete Ecke transportiert werden soll?

1. Zielfunktion:
Lange der Stange=u+v
2. Nebenbedingungen:

E:sin¢ Ezcosgb
u Vv
a b

vVs——
sing cosy

3. Zielfunktion in einer Variablen:

a b :
= + <g<Z

L(¢) sing | cog 0<g<s V b
L gibt fur einen bestimmten Winkel, die Lange de : : ; g % =
fur diesen Winkel maximal mégliche Leiterlange
an. Gesucht ist der Winkel mit der gréssten
Einschrankung fur den also die Lange)(
minimal ist.

4 L,(¢):_al]:03¢+bESin¢:O
sinfg  cosp
sifg ___ ., _a
cos°’¢_tan¢_b

1
tang = 3% =(gj 32150  $=56.3

Ergebnis:
Die Stange kann eine Lange von maximal 11.7 m haben
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Ubungsaufgabe:

In eine innen halbkugelférmige Schale mit
Radius r wird ein Stdbchen der Lange a gelegt
(2r <a< 4r). Bei welcher Lage des Stabchens
liegt sein Mittelpunkt am tiefsten. Wahle a = 2r
bzw a = 4r.

LOsung:

SR=r [Gosp

OM =2SR-1a=2r[tosp-1La

y =OM [3ing = (2r [cosp — La) [Sing
y =4rcos ¢—-Laltosp-2r =0

a++a?+12&?

cosp = o

a<?zar Stabchen in horizontaler Lage
a=2r ¢ =32.5° y=0.3690r
a=23r ¢ =23.2° y=0.1332r
a>4ar Stabchen kippt nach aussen
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3. Die Umkehrfunktionen der trigonometrischen Funktionen
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