3. Separation der Variablen

In den folgenden Abschnitten werden Typen von Déifeialgleichungen behandelt, die
elementar gelost werden konnen. Ihre Losung kaherallich viele Integrationen
zuruckgefuhrt werden. Die elementar |[6sbaren Defieialgleichungen bilden eine Minderheit
unter den gewdhnlichen Differentialgleichungen,radie treten in Anwendungen besonders
haufig auf.

Differentialgleichungen vom Tyy' = % a(y)# 0 kénnen mit dem folgenden wichtigen
aly

Losungsverfahren ,Separation (Trennung) der Vaeiabschrittweise gelést werden.

Ein einflhrendes Beispiel:

. X
y=-——
y
1. Schritt: y" wird durch den ,,Quotientenﬂ ersetzt: & =X
dx dx y

2. Schritt: Die Variablen werden getrenny. [y = — f (x) Celx.
3. Schritt: Beide Seiten werden nach der durchDifisrential bezeichneten Variablen
integriert:
j y [dy = —j x [dix
Losungsschar:
1072 =-10x* +¢ oderx®+y® =2c' bzw. x* +y* =r?
Allgemeine Lésung ist die Schar der UrsprungskreigeRadius r.
Spezielle Lésung mit y(0) = 5 ist® + y* =5

Bemerkung:
In einigen Féallen treten triviale Losungen mit yO=auf.

Begriindung des Verfahrens:
Gesucht ist die durch den Punks, (o) gehende Losungskurve dieser Differentialgleichung
Ist y = y(x) die Gleichung der gesuchten Losungg&utann gilt:

N—
1
—h
—
X
N

( ) und y(%) = Yo oder umgeformt:
X

aly
g(y(x))B/'(x) = (x) und daraus

Nach der Integralregel ,Substitution 1. Art“ kanasdntegral auf der linken Seite umgeformt
werden:

y X
[ a(y)ray = [ f(x) caix
Yo X0

Ist G eine Stammfunktion von g und F eine Stammitionkvon f dann folgt:

G(y)-Gly,) = F(x)-F(y,) oderG(y) = F (x)+ (G(y,) - F(v,))
Der Term in der Klammer ist eine Konstante, die den Anfangsbedingung abhangt.
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Die allgemeine L6sung hat also die Form:
G(y)=F(x)+c
Der Scharparameter ist durch die Anfangsbedingasigélegt.

Beispiele:

a)

y'=-y*  spezielle Lésungy =0
dy 2

1. —=-
dx y

2. W dx

> =

oder umgeformt
1
X+c

LAsung: Hyperbelschar

Die spezielle Losung mit der Anfangsbedingung y3) heisst wegen

1:i
3+cC
1
Y= X=3
b)
y' =2xfy-1)

spezielle Loésung: y=1
dy 2

1. —=2x0y-1
5 - >y-1)

oder umgeformt

y-1=

odery=1+

2 2

C—X C—X

In der Abbildung sind die Kurven der Schar mit & bzw. -1 und die spezielle Losungy =1
dargestellt.
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C)
y -y’ -1=0

dy 2
1. L=y +1
dx y

dy

. y2+1:dx

o [ Y =fon

arctany = x+ ¢
y = tan(x +c)

d)
y' = y[{y+1) Mity(0) =1

d
dy—yﬂy+ﬂ

singuléare Losungen = 0 undy =
2. L =dx
yy+1)
es gilt die Partialbruchzerlegung
1L 1 1

yly+1) vy y+1
1

> j(y y+1jdy Jox
In|y|—|n|y+]j:Iny—+1‘:x+cl
Y | -gra =g gt
y+1
L:ngx y= cle’
y+1 1-cl&*

oder umgeformt

-1

Wegeny(0) = 1 folgt y(o)_lTCc =1 und darausg = 3 .

Als spezielle L6sung ergibt sich damit:

1 X X
ile e

T 2
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Wie das folgende Beispiel zeigt, kann die Losurapnin jedem Fall in der expliziten Form

angegeben werden:

. 2X

" 1+cosy
dy _  2x
"dx  1+cosy

2. (1+ cosy)dly = 2x [dix
3. j(1+ cosy) [dy = IZX ol

y+siny=x*+c
Ubungsaufgaben:

a) y =(1-yy
b) x?y'-y?=0
c) xO/+y*=0

d) y':\/y y=0
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. . X+c-1
allgemeine Losungy =
X+cC
allgemeine Losungy =
+ CX
, N 1
allgemeine Losungy = ————
In|x +c

allgemeine Lésungy = 4 [{x +c)’



