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4. Lineare Differentialgleichungen 1. Ordnung 
 
Differentialgleichungen vom Typ ( ) ( )xryxpy =⋅+′  heissen lineare Differential- 
gleichungen 1. Ordnung. 
�(�) heisst Störung. Ist �(�) = 0, so heisst die Differentialgleichung homogen, andernfalls 
inhomogen. 
 
Anmerkung: 
Kennzeichen der Linearität ist, dass � und �′ linear, also in der 1. Potenz auftreten. Es 
kommen also weder ein gemischtes Glied ��′ noch ein Quadrat �� vor. 
 
Differentialgleichungen dieses Typs werden gelöst, indem man zunächst das zugehörige 
homogene Problem löst. Die Lösung des inhomogenen Problems kann anschliessend mit der 
sogenannten Methode „Variation der Konstanten“ gelöst werden. 
 
 a) Lösung des homogenen Problems ( ) 0=⋅+′ yxpy  
Zunächst ist � = 0 eine triviale Lösung 
Die allgemeine Lösung kann durch Separation der Variablen bestimmt werden.  
 

1. ( ) yxp
dx

dy ⋅−=  

2. ( ) dxxp
y

dy ⋅−=  

3. ∫ ∫ ⋅−= dxxp
y

dy
)(  

4. ( ) cxPdxxpy +−=⋅−= ∫ )(ln   P Stammfunktion von p 

5. ( ) ( ) +−+− ∈⋅== Rcecey xPcxP 1  

allgemeine Lösung: ( ) Rcecy xP ∈⋅= −  
 
Schreibt man die Gleichung in der Form ( ) yxpy ⋅−=′  dann ist die Lösung aber auch direkt 
zu erkennen. Ist nämlich 	(�) eine Stammfunktion von 
(�), dann hat die allgemeine Lösung 
die Form 

( ) Rcecy xP ∈⋅= − . 
Dies folgt unmittelbar durch Ableiten nach der Kettenregel. 
 

 
Beispiele: 

0=+′ xyy  ( ) xxp =  ( ) 2
2
1 xxP ⋅=  

allgemeine Lösung: 
2

2
1 xecy ⋅−⋅=  

  

Satz: 
Die homogene Differentialgleichung ( ) 0=⋅+′ yxpy  hat die Lösung 

( ) Rcecy xP ∈⋅= − , 
wobei 	(�) eine Stammfunktion von 
(�) ist. 
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02 =+′ yyx  ( )
2

1
x

xp =  ( )
x

xP
1−=   

allgemeine Lösung : xecy
1

⋅=  

02 =−′ yyx  ( )
x

xp
2−=  ( ) 







=−=−=
2

2 1
lnlnln2

x
xxxP  

allgemeine Lösung: 2ln

1
ln 22

xcececy xx ⋅=⋅=⋅=







−
 

( ) 01 2 =+′⋅+ xyyx  

( )
21 x

x
xp

+
=  ( ) ( ) ( ) ( )222

2
1 1ln1ln1ln 2

1

xxxxP +=+=+=  

allgemeine Lösung: 
2

1ln

1

12

x
cecy x

+
⋅=⋅= +−  

 
b) Lösung der inhomogenen Differentialgleichung. durch Variation der Konstanten 
 
Die Lösungsidee „Variation der Konstanten“ geht auf Lagrange (1736 – 1813) zurück. 
 
Illustration des Verfahrens an einem Beispiel: 

x
x

y
y cos=+′   inhomogenes Problem  

Zunächst wird die allgemeine Lösung des homogenen Problems 

0=+′
x

y
y    

durch Separation bestimmt. 

0=+
x

y

dx

dy
     

x

dx

y

dy −=  

∫ ∫−=
x

dx

y

dy
 

x

c
cxy 1lnlnlnln =+−=  

Die allgemeine Lösung der homogenen Differentialgleichung lautet damit: 

x

c
yh =  

 
Das inhomogene Problem wird durch Variation der Konstanten gelöst mit dem Ansatz: 

( )
x

xc
yi =    (1) 

nach Einsetzung erhalten wir: 
( )

x
x

xc

x

y
y cos=

′
=+′  oder ( ) xxxc cos⋅=′ . 

und schliesslich mit partieller Integration 
( ) Cxxxxc +⋅+= sincos  

 
Die allgemeine Lösung der inhomogenen Differentialgleichung ergibt sich durch Einsetzen 
von c(x) in (1) zu 

x

x
x

x

C
y

cos
sin ++=    � ∈ R 
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Übungsaufgaben: 
a)  

xyyx ln2 ⋅=+′  Lösung: ( )
x

C
xy +−⋅= 1ln2  

b) 
xxyyx sin2 ⋅=−′   Lösung: xxCxy cos⋅−=  

 
Im Folgenden wird gezeigt, dass dieses Verfahren verallgemeinerungsfähig ist. 
 
Allgemeines Verfahren zur Lösung einer linearen Differentialgleichung 1. Ordnung  

( ) ( )xryxpy =⋅+′   
 
Die zugehörige homogene Differentialgleichung 

( ) 0=⋅+′ yxpy   
hat die allgemeine Lösung 

( )xPecy −⋅=  P Stammfunktion von p, c ∈ R. 
 
Für die Lösung der inhomogenen Differentialgleichung macht man den Ansatz: 

( ) ( )xPexcy −⋅=  (2) 
Die Konstante c wird also durch eine vorläufig noch unbekannte Funktion �(�) ersetzt.  
Setzt man diesen Ansatz in die inhomogene Gleichung ein und verwendet ( ) ( )xpxP =′  so 
erhält man: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )xrexcxpexpxcexc xPxPxP =⋅⋅+⋅−⋅+⋅′ −−−  
oder vereinfacht 

( ) ( ) ( )xrexc xP =⋅′ −  oder ( ) ( ) ( )xPexrxc ⋅=′  
Entscheidend ist, dass mit diesem Ansatz der Term mit c(x) wegfällt. 
Damit gilt: 

( ) ( ) ( )
∫ +⋅⋅= Cdxexrxc xP  

In (2) eingesetzt ergibt sich: 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )xPxPxPxPxPxP edxexreCeCdxexrexcy −−−− ⋅⋅⋅+⋅=⋅+⋅⋅=⋅= ∫∫  

 
Anmerkung 1: 
Es wird allerdings nicht immer möglich sein, die auftretenden Integrale explizit anzugeben. 
 
Anmerkung 2: 
Es ist nicht sinnvoll, die Regel für die allgemeine Lösung auswendig zu lernen und 
anzuwenden. Vielmehr ist es empfehlenswert, die Rechnung mit den konkret gegebenen 
Funktionen explizit durchzuführen. 
 
 

Ergebnis: 
Die allgemeine Lösung der inhomogenen Gleichung kann in der Form � = � + �� 
geschrieben werden. Dabei bedeutet  
�die allgemeine Lösung der homogenen Gleichung und  
��eine spezielle Lösung der inhomogenen Gleichung. 
��findet man durch Variation der Konstanten.  
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Anmerkung 3: 
Analog gilt für die Lösung eines linearen Gleichungssystems: 
Die allgemeine Lösung der inhomogenen Gleichung ist die Summe der allgemeinen Lösung 
der homogenen Gleichung und einer speziellen Lösung der inhomogenen Gleichung. 
 
homogene Gleichung: 022 =++ zyx   
  Koordinatengleichung einer Ebene durch den Ursprung 

allgemeine Lösung: 
















−⋅+
















−
⋅=

2

2

1

4

1

1

tsr
r

  

  Parametergleichung der Ebene 
 
inhomogene Gleichung: 622 =++ zyx   

spezielle Lösung: 
















=
2

1

1

ir
r

 

allgemeine Lösung           
















−⋅+
















−
⋅+

















=
2

2

1

4

1

1

2

1

1

tsr
r

 

 
Ein anderer Weg zur speziellen (partikulären) Lösung des inhomogenen Problems. 
 
Statt mit „Variation der Konstanten“ kann die spezielle Lösung auch bestimmt werden, indem 
man je nach Art des Störungsglieds wie im folgenden Beispiel einen geeigneten Ansatz wählt. 
 
Beispiel: 

xyxy sin2tan =⋅−′  

Allgemeine Lösung der homogenen Gleichung 
x

C
y

cos
=  

Ansatz für die spezielle Lösung: 
xayi cos⋅=  

eingesetzt in die Gleichung 

Aus ( ) xxa
x

x
xa sin2cos

cos
sin

cos =⋅⋅−′⋅  folgt: 

xxa sin2sin2 =⋅−  und damit a = -1 
xyi cos−=  

 

Allgemeine Lösung der inhomogenen Differentialgleichung: x
x

C
y cos

cos
−=  
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In den Anwendungen ist der Spezialfall  p(x) = a wichtig: 
  

( )xrayy =+′  inhomogene Gleichung 
0=+′ ayy  homogene Gleichung 

 
Allgemeine Lösung der homogenen Gleichung:  

ax
h ecy −⋅=  

Eine partikuläre Lösung �� des inhomogenen Problems findet man durch Variation der 
Konstanten oder je nach Störung mit einem geeigneten Ansatz. 
 
Beispiel: 
 

xyy =−′  

Die homogene Gleichung hat die allgemeine Lösung: xecy ⋅=  

Die Methode „Variation der Konstanten“ mit dem Ansatz ( ) xexcy ⋅=  

führt auf die Gleichung ( ) xexxc −⋅=′ . Daraus ergibt sich nach partieller Integration die 
allgemeine Lösung des inhomogenen Problems zu 

1−−⋅= xecy x  
Eine spezielle Lösung kann aber auch mit dem folgendem Ansatz gefunden werden: 

baxyi +=  

Einsetzen in die inhomogene Gleichung ergibt: 
( ) xbaxa =+−  oder geordnet 

( ) ( ) 01 =−+⋅−− baxa  
Da diese Gleichung für x aus R erfüllt sein muss, ergibt sich durch Koeffizientenvergleich 

0

01

=
=

−
−−
ba

a
  mit der Lösung a = -1 und b = -1. 

Als partikuläre Lösung erhält man somit: 
1−−= xyi  
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Beispiele für den geeigneten Ansatz je nach Art der Störung: 
 
Art der Störung  Ansatz 
�(�): Polynom n-ten Grades:  �� :    Polynom n-ten Grades 
�(�):  ��� � bzw. ��� � xbxayi cossin ⋅+⋅=  

 
a) 

422 2 −=+′ xyy  
Die allgemeine Lösung der homogenen Differentialgleichung lautet 

x
h eCy 2−⋅=  

Setzt man den Ansatz für die partikuläre Lösung: 
cbxaxyi ++= 2   

in die inhomogene Gleichung ein, so erhält man: 
( ) ( ) 4022222 22 −⋅+=++⋅++ xxcbxbaax  

und nach Koeffizientenvergleich schliesslich 
� = 1, � = −1, � = −�

�
  

 
Eine partielle Lösung der inhomogenen Gleichung ist also: 

2
32 −−= xxyi   

Für die allgemeine Lösung der inhomogenen Gleichung ergibt sich somit: 

2
322 −−+⋅= − xxeCy x  

 
b)  

xyy sin265 ⋅−=+′  

Allgemeine Lösung des homogenen Problems: xeCy 5−⋅=  
Der Ansatz für eine spezielle Lösung des inhomogenen Problems 

xbxayi cossin +=   

führt auf die Bedingung 
( ) ( ) xxxabxba cos0sin26sin5cos5 ⋅+−=⋅+−+⋅+  und mit Koeffizientenvergleich auf  
� = −5 und � = 1 
 
Für die allgemeine Lösung des inhomogenen Problems erhält man also 

xxeCy x sin5cos5 −+⋅= −  
 
c) 

xeyy 32 =+′  

Allgemeine Lösung des homogenen Problems heisst xecy 2−⋅=  
Eine spezielle Lösung der inhomogenen Gleichung kann mit „Variation der Konstanten“ 
gefunden werden oder mit dem folgenden Ansatz: 

x
i eky 3⋅=  

Setzt man in die Gleichung ein, so ergibt sich 
( ) xxxx ekeekek 3333 1523 ⋅=⋅=⋅⋅+⋅⋅  für alle ∈ R  und somit 5

1=k . 

Die allgemeine Lösung der inhomogenen Differentialgleichung kann somit folgendermassen 
geschrieben werden: 

xx eeCy 3
5
12 ⋅+⋅= −  
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Bemerkung:  
Stimmt der Exponent a der homogenen Lösung mit dem Exponenten des Störungsgliedes 
überein, so ist der Ansatz axexky ⋅⋅=  zu wählen: 
 
Beispiel: 

xeyy −=+′  Lösung: ( ) xxx exCexeCy −−− ⋅+=⋅+⋅=   
 
Übungsaufgaben 
 
a) 

0
2 =+−′
xx

y
y   Allgemeine Lösung: 2+= cxy  

b) 
1+−=′ yxy    Allgemeine Lösung : xecxy −⋅+=  

c) 
2xyy −=′   Allgemeine Lösung : xecxxy ⋅+++= 222  

d) 
xyy sin=−′   Allgemeine Lösung: ( )xxecy x cossin2

1 +⋅−⋅=  

 
 
Der Spezialfall Lineare Differentialgleichung. 1. Ordnung mit konstanten Koeffizienten 
 

bayy =+′  �, � ∈ �, � ≠ 0 
 
Schreibt man die Gleichung in der Form ayby −=′ , so ist eine spezielle Lösung der 

inhomogenen Gleichung 
a

b
yi =  unmittelbar zu erkennen, da in diesem Fall beide Seiten 

gleich 0 sind.  
Da axecy −⋅= die allgemeine Lösung der homogenen Gleichung ist, ist somit 

a

b
ecy ax +⋅= −  die allgemeine Lösung der inhomogenen Gleichung. 

 
Beispiel: 

032 =−+′ yy  
yy 23−=′  

Lösung: 

2
32 +⋅= − xecy  


