5. Kurvenscharen, orthogonale Trajektorien

Eine Differentialgleichung 1. Ordnung legt eine ¥emschar in einem Gebiet der xy-Ebene
fest. Umgekehrt kann eine Kurvenschar durch diéebghtialgleichung.

y' =F(xy)
beschrieben werden, sofern durch jeden Punkts dbgts genau eine Kurve der Schar geht.

Beispiel:
Kurvenschar:
1) y=ck?
2) y'=2clx

Man erhélt die Differentialgleichung, indem man ohéin gegebenen Gleichungen den
Parameter eliminiert:
Multipliziert, man 2) mit x und dividiert durch 2 srgibt sich

1Oy =cX* oder nach Multiplikation mit 2 wegen 1)

xOy' =2 K =2y

Die Kurvenschar kann damit durch die folgende Défaialgleichung beschrieben werden:
xy' -2y =0.

Ubungsaufgaben:
Kurvenschar Differentialgleichung

y=cleosx Yy +ylanx=0

y=e+ox  xO/-y+{@1-x)@ =0

y=tar(xc) y =1+

Wegen(tanx)’ = 1 + tan? x ergibt sich die Differentialgleichung unmittelbar
y'=1+y’

1

Verwendet marftanx)’ = — dann gilt:
— 1 = 1 = 1+ 2
Y = o2 (x+c) cos(arctary)) Y

Die beiden Wege sind in den Abbildungen
dargestellt

1 V(A +y

y = tan(x + ¢g)

T + Yo = tan(xog+ ¢)
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Orthogonale Trajektorien

Unter einer orthogonalen Trajektorie einer Kurvérsosersteht man eine Kurve, welche alle
Scharkurven unter einem rechten Winkel schneidetaolgenden wird beschrieben, wie
diese Schar der orthogonalen Trajektorien bestimentien kann.

Anmerkung:
Vergleiche dazu die Hohenkurven auf Landkartengieoorthogonalen Trajektorien die
Richtung des steilsten Abstiegs oder Anstiegs hedeu

Beispiele:

a)

Gegebene Kurvenschar Ursprungsgeraden

1)y =cx

2)y'=c

Yy

X

y' = X ) [ =
X

Bekanntlich gilt fur die Steigungen zweier

Setzt manc = =aus 1) in 2) ein, so erhalt man die Differentialgieng der Geradenschar

senkrecht stehender Gerad®en = L :

Die Differentialgleichung der orthogonalen
Trajektorien lautet damit

. X
y=-——

y
Sie kann durch Separation gelost werden

dy __x

st

dx y

y dy = —x dx

jydy:—dex
2 2

2 2

x> +y*=2c

Die orthogonalen Trajektorien sind also Ursprungsa.
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b)
Gegebene Kurvenschar Parabelschar
1)y = cx?
2) y' =2cx
Setzt manc :lz aus 1) in 2) ein, so erhalt man die Differentialdieng der Parabelschar
X
. 2
y=2
X
Die Differentialgleichung der orthogonalen Trajekto lautet damit
X
y 2y

Sie kann durch Separation gelost werden

dy__x | :
dx 2y ‘ \ '
2y dy = —xdx
ij dy = —j X dx

5 2

=——+¢C

Y 2
x> +2y? =2c c>0

2 2
X_ +y_ =
2c ¢
Die orthogonalen Trajektorien sind also

Ellipsen mit den Halbachsevi2c und+/c.
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c)
Gegebene Kurvenschar: Hyperbelschar
ny=2< X% 0.

X

. Cc

2) y = _F.
Setzt manc = xyaus 1) in 2) ein, so erhalt man die Differentialgieng der Hyperbelschar
y' = —X_

X

Die Differentialgleichung der orthogonalen
Trajektorien lautet damit

,_ X
y=—.
y
Sie kann durch Separation gelost werden
dy_x
dx vy
y dy = x dx
j ydy= j X dx

3y =ix+c

odery* —x* =2c.

Es sind drei Félle zu unterscheiden:

c>0 Schar gleichseitiger Hyperbeln reelle Achse istydiAchse
c<0 Schar gleichseitiger Hyperbeln reelle Achse istxdAchse
c=0 Geraden mit den Gleichungeny =x und y = -x.

d)

Gegebene Kurvenschar Parabelschar

1)y? =-2[{x+c)

2) 2yly' =-2
Die Elimination des Scharparameters entfallt
diesem Fall. Die Parabelschar erfullt die
Differentialgleichung

, 1
y=—-——

y

Die Differentialgleichung der orthogonalen
Trajektorien lautet damit
y=y
Ihre LOsung kann direkt angegeben werden:
y =cle*
Die orthogonalen Trajektorien sind also Exponekitialen.
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e)

Gegebene Kurvenschar

Buschel aller Kreise, welche die x-Achse

im Ursprung berdhren.

Ihre Gleichung lautet

1)x2 +(y —c)’ = ¢ oder vereinfacht
x*+y*-2cy=0

nach x differenziert ‘

2) 2x+2y [y’ —2cy’' =0 oder vereinfacht ————————
x+yDOy'—cy' =0 oder

' . X
ydc-y)=xbzw.y'=—— (3
c-y
Der Parameter kann mit 1) eliminiert
werden.
2 2
c=X1Y
2y
Einsetzen in 2) ergibt:
.V X 22Xy . . .
Y =—— = Differentialgleichung der Kurvenschar
X+y: 2y K-y
2y 2y

Die orthogonalen Trajektorien erflllen damit didf&ientialgleichung
2 2 2 2
X' oy Y X [ﬁz_zj @
2xy 2xy Xy
Die Schar der orthogonalen Trajektorien zum gegebdreisbischel (blau) ist das Bischel
der die y-Achse im Ursprung beriihrenden Kreiser(grdieder (griine) Kreis mit dem
Mittelpunkt auf der x-Achse, der die y-Achse betjiachneidet einen beliebigen blauen Kreis
rechtwinklig. Damit ist auch der Winkel im zweit&chnittpunkt ein rechter.
Die Ldsung ergibt sich auch mit erheblichem AufwatglLosung der Differential-
gleichung (4). Sie kann wegen ihrer speziellen Foritreiner geeigneten Substitution in eine
Gleichung Ubergefihrt werden, die durch Separaedst werden kann.

y =-

N

Setzt manu = % so erhélt man my = ux fur die Ableitung nach der Produkt- bzw. der
Kettenregely’ = u'x + u.

Die transformierte Differentialgleichung lautet dam

ux+u= %(u - %) oderu’x = — (u + %)

Diese Gleichung kann in die folgende Form Ubergefiderden:

du 11 1 1 [(u*+1
_:__._.<u+_>:__.

dx 2 x u 2x u
oder in separierter Form

2urdu 1 J

uz4+1  x x

Integration der beiden Seiten ergibt:

CoX

In|u? + 1| = —In|x| + ¢; = —In|c,x| = In

Daraus folgt:

1
ut+1=—
Cox
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Die Substitution kann nun rtickgangig gemacht werden

y? 1

S+1=—

X CrX

Oder nach Multiplikation mit?

y? +x% =Cx

Bezeichnet man die Konstar@anit 2r, so ergibt sich die erwartete Gleichung der Kigias
zu

(x—1r)2+y?=r?

Erganzung:
Die angegebene Substitution erméglicht es auchDiffierentialgleichung (DGL) des
gegebenen Kreisbluschels rechnerisch zu l6sen.

)

y=—F—"5°= 5 x#*0

Damit wird die transformierte DGL zu
2u
1—u?
u+ud
- 1 - uz -
Diese DGL kann separiert werden:
1—u? dx

ux+u=

u'x =

u+ud Cx

Mit Partialbruchzerlegung erhalt man:

(1 2u )d _dx
u 14+u? YT

Integration:

In(u) —In(u?+1)=In(x)+C

Wabhlt man die Integrationskonstante C-ala(2r) so ergibt sich nacheinander

In (uzzj_ 1) = ln%

u _ X
uz+1 2r
Yy
X _x
)2 2r
(}) +1
yx  x
yZ+x2  2r
2ry = x% + y?
x2+(y—-r)2=r?
Ubungsaufgabe:
Von welchem Typ sind die orthogonalen Trajektorden Kurvenschar
c
y :F

) X x* y?
Losung: y' =—, Hyperbelschar— - — =1
2y 2 C
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