Lineare Differentialgleichungen 2. Ordnung mit konganten Koeffizienten

Es handelt sich um Differentialgleichungen des Typs

y"+ay' +by = g(x) mita, bOR
die Funktion g(x) heisst Stérung.

Zunachst wird der homogene Fall mit g(x) = 0 beledind

Aus der Theorie ist bekannt, dass die allgemeirsaihg als Linearkombination zweier
Basislosungen dargestellt werden kann. Diese Bissisgen konnen mit dem Ansgtz e™

gefunden werden.
Setzt man diesen Ansatz die Differentialgleichuimg g0 fuhrt dies auf

e*(#* +ad +b)=0 und damit auf

A +al+b=0

die sogenannte charakteristische Gleichung.

Fir ihre DiskriminanteD = b® - 4ac sind die folgenden drei Falle moglich:

1) D > 0 zwei verschiedene reelle Eigenwerte
2) D = 0 genau ein reeller Eigenwert
3) D <0 zwei konjugiert komplexe Eigenwerte.

Beispiel zu 1)

y'-y-2y=0

charakteristische Gleichung: A-1-2= 0
Lésungen: A1=2bzwAy=-1

Die allgemeine L6sung der homogenen Gleichungrigt Einearkombination der beiden
Basislosungen:

— 2X -X
y=ce” +c,e
Fir eine spezielle Losung sind die Konstanteand @ so zu bestimmen, dass die
Anfangsbedingungen ygx= a und y‘(x) = & erfullt sind.

Beispiel zu 2)

y'-8y' +16y=0

charakteristische Gleichung: 4> -81+16= Gt die Losung\ = 4.

Damit ist y = e eine Losung der Differentialgleichung.

Eine zweite Losung erhalt man durch Variation dengtanten:

Setzt man den Ansaty = c(x)e4x in die Differentialgleichung ein, so fihrt dies veeg
D =b? - 4ac= 0 auf die besonders einfache Gleichwfi{x) =0 mit der Lésung
c(x)=¢, x+c,

Die allgemeine L6sung heisst somit:

y = (c, x+c,) @™ = ¢, ™ +c,x[&* c, @ OR
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Beispiel zu 3)

y'+4y'+13y =0

In diesem Fall hat die charakteristische Gleichung

A? + 42 +13=0die Diskriminante D = -9 und die zwei konjugiertkplexen Losungen
A, =-2%3

Mit der Eulerschen Formeln

e” = cosx +i [3inx

konnen die (komplexen) Losungen der Differentiattfiang zunéachst in der Form

y = kel 23 4 | el 23 = a2 (¢ [gos(3x) +i [, [5in(3x))
wobeia =k + keund @ = ki - kz

gleichung sind, kann die allgemeine Losung in déggenden Form dargestellt werden:
y = e?(c, [eos(3x) + ¢, 3in(3x)) c, @ OR

Differentialgleichungen dieses Typs treten beiBleinandlung von mechanischen oder
elektromagnetischen Schwingungen auf.
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Das Federpendel als Beispiel in der Mechanik (Derdimonische Oszillator)

Ein an einer elastischen Feder
hangender Korper der Masse m wir
aus der Gleichgewichtslage
ausgelenkt. Anschliessend wird er
losgelassen. Die Auslenkung aus di
Ruhelage zur Zeit t wird mit y(t)
bezeichnet. Gesucht ist das Weg-
Zeitgesetz dieser Bewegung.

Elastische Feder

Auf die Masse m wirken folgende
Krafte:

1. Gleichgewichtslage
Die zur Auslenkung y proportionale x(t)

Ruckstellkraft k fur die nach dem
Hookeschen Gesetz gilt:

Pendelmasse

F1=-Dly wobei D >0 die . | - msomn

Federkonstante bezeichnet. Wity ety

2 ﬁ__g |

Die zur Geschwindigkeit = y = = = sl oamErnisIonseiiung
proportionale Reibungskraft, die del B mem =

Bewegung entgegen wirkt:
F,=-bl¥=-by b Dampfungskonstante

Nach dem Grundgesetz der Mechanik F & gilt damit:
ma=F +F,=-Dyy-bly oder
mly=-bly-DIly oder

miy+bly+DIly=0

oder nach Division durch m

g+ g+ Dy =0
m> m
, D b y
Setzt manw, = m und 20 = - so erhalt man
y++20 0 +wiy =0 (@8] Gleichung einer freien Schwingung
0 heisst Dampfungskonstantsy Eigenfrequenz

Tritt zusatzlich eine von aussen wirkende, zeitabige Kraft F(t) ein, dann gilt:
miy+DIly+bly=F(t) (2) Gleichung einer erzwungenen Schwingung

Zunachst werden Spezialfalle von freien Schwinguarggtrachtet:
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Freie ungedampfte Schwingung (b = 0)

In diesem Fall vereinfacht sich Gleichung (1) zu

y+awpy =0

Die zugehdrige charakteristische Gleichung lautetiesem Fall

A? +@;=0 und hat die Losungen, , = +i [,

Die allgemeine Losung ist damit eine Linearkombovater beiden Basislésungen und
lautet damit

y(t) = ¢, os{awt) + ¢, Bin(wt)

Sie kann auch in der folgenden Form dargestelltiemr

y(t) = cBin(apt + @)

Wegenw, =< gilt fur die Schwingungsdauer (Periode)

Mit den Anfangsbedingungen y(0) = 0 und v(0)oewibt sich ¢ = 0 undc, =Yo :

0

Beispiel:
Masse m = 10 [kg], Federkonstante D = 250 [N/m]
Anfangsbedingungen: y(0) = 0.6 m, v(0) = 0 [m/s]

Die Eigenfrequenz berechnet sich in diesem Fabuzw \/E = 1/%) =5 [1/9]
m

Die allgemeine L6sung ergibt sich damit zu
y(t) = ¢, Bin(5t) + ¢, [cos(5t)

Die auftretenden Konstanten sind durch die
Anfangsbedingungen bestimmt a
y(0)=@=0.6 [m]

y(©0)=c, =0 a0 % T ; % —
Das mechanische System schwingt folglich

harmonisch nach der Gleichung \/
y(t) = 0.6 £os(5t)

Die Schwingungsdauer betragt

T=2T=207=126s

0

T
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Freie gedampfte Schwingung

y++20 0 +wiy =0 0. Dampfungsfaktor, Abklingkonstante
wo: Eigenfrequenz

Die zugehdrige charakteristische Gleichung

A2+20A +wi=0

hat die Diskriminante

D = 46° - 4ef = 40{o° - ).

Je nach dem Wert der Diskriminante treten die folige drei Falle auf:

a) D <0 bzwd < wp: Gedampfte Schwingung (Schwingungsfall)

b) D = 0 bzw.d = wo: Aperiodischer Grenzfall

c) D > 0 bzw.d > uxn: Aperiodische Schwingung (Kriechfall)

Bei starker Dampfung B 0 liegt keine echte Schwingung vor, sondern dasefy bewegt
sich aperiodisch auf die Grenzlage zu.

a) schwache Dampfung (Schwingungsfall): D <0

Mit der Abkiirzungey = «ff —9d° > 0 hat die charakteristische Gleichung die beiden

konjugiert komplexen Losungen
A, =-0%ildy,

csin(@g)

¢ exp(-dt)

Die allgemeine Losung hat damit nach dem
einleitenden Abschnitt die Form:

Das System schwingt im Vergleich zu der
ungedampften Schwingung mit einer
verkleinerten Frequenmy. Wegen des v

Energieverlusts nimmt die Schwingungs- . -
amplitude mit der Zeit exponentiell ab.

Y(t) =g [ch Bl;in(wdt)+ c, E:OS(a)dt)) \//\\/A .

e - exp(-dt)

Spezielle Lésung:
Die Werte der Konstanten ergeben sich aus den gsfrdingungen. Beginnt etwa die
Bewegung zur Zeit t = 0 aus der Ruhe heraus miAdstenkung a > 0 dann folgt wegen

y(t) = e dc, Bin(w,t)+c, os(w,t)) und
y(t) = -0 & c, Bin(w,t) + ¢, os(w,t)) + e [, [y, cos(w,t) - ¢, i, sin(w,t))

ola
Wy

y(0)=c, =a und y(0)=-J(¢, +c, [y, =-da+c, [, =0 oder alsoc, =
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Dabei ist auch die folgende Darstellung moglich
y(t) = ce™ Bin(awt+4,) c>0,0<¢, <27
wobei die Konstanten ¢ urdh mit dem Zeigerdiagramm bestimmt werden kénnen:

tan¢d:&:a:5@=& 3)
(o W, 1)
wegenw; = «f —0° bzw. 0 = &f —
gilt nach Pythagoras
2 2
¢’ = 2+c2:a2+a2B5—=a2 1+—
+0° W —0° +0° B&i
:aZ d :aZ 0 :aZ 0
(S U e et
oderc=adf® (4) 4
wd

Numerisches Beispiel:

m = 10 kg, b = 80 [kg/s], D = 250 [N/m]
Anfangsbedingungen

y(0) =a =0.6 [m] v(0) = 0 [m/s].

Fur den Dampfungsfaktor ergibt sich damit:
522 =80y g

und fur die Eigenfrequenz der ungedampften Schwiggu

a)O:\/%:\/Z:L:SOO:S [S_l]

Wegend < wp liegt der Fall einer schwachen Dampfung vor mitrieuen Eigenfrequenz
Wi =af —0° =25-16=9 oderay = 3 [sY]

Die Schwingungsgleichung in diesem Spezialfall

y+8y+25y=0

mit der LOsung

y(t) =ce™ Bin(wt+¢,)=c™ &in(3 +4¢,)

Die Werte der Konstanten ergeben sich nach 3) yizd 4

c=af® =062 =1m
w, 3

tang, = %" =§ oderg, = arctar@j = 0.6435
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c) Starke Dampfung (aperiodische Schwingung, Kriedhall): D > 0

Bei starker Dampfun®(> «x und D > 0) hat die charakteristische Gleichung
A2 +20A +wiF0
die beiden negativen Losungen
~25+.Jalo? - of)
A, = 5 L=-0+.0" -] .
Die allgemeine L6sung ist damit eine Linearkomborazweier monoton fallender
Exponentialfunktionen
y(t)=c, (" +c, &
Je nach den Anfangsbedingungen ergibt sich behnfamgslage a > 0 ein unterschiedlicher
zeitlicher Verlauf:

Vo=0: aus der Ruhe heraus
vo>0 Bewegung nach aussen von der Gleichgewiclesiag
Vo<O0 Bewegung nach innen in Richtung Gleichgewielyes.

Infolge der zu starken Dampfung liegt keine echdlbv@ngung vor. Das System né&hert sich
asymptotisch der Gleichgewichtslage.

Beispiel: Bewegung aus der Gleichgewichtslage mitAhfangsgeschwindigkeipw 0

y+6y+3y=0
Anfangswerte: y(0) = 0, v(0) = 8.

In diesem Fall hat die charakteristische Gleichung
A? +64 +2 =0 mit der Diskriminante D = 1 die Losungen

-6+l

/]Lz —T bzw. A, =-2 und A, =-%

Daher lautet die allgemeine Lésung:

_5, A
yt)=c, (e 2 +c, (e
Die Konstanten sind durch die Anfangsbedingungitmest:

5 7
Mit y(t)=-5c, @ 2 ~Ic, [ ? ergibt sich das | *==
Gleichungssystem
y(o):C1+02=0 odere=-qa
v(0) = y(0)= -3¢, -3¢, = -3¢, + 3¢ =¢, =8
Die gesuchte partikulare Losung heisst damit

S 4 L ‘ :
y(t):8EEe 2 -e? j
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b) Aperiodischer Grenzfall: D =0

Der aperiodische Grenzfall trennt die eigentlicBehwingungen von den aperiodischen
Bewegungsablaufen.
In diesem Fall besitzt die charakteristische Glenthdie Doppellosund,, = -0

Die allgemeine L6sung hat also nach dem einleiterdeschnitt die Form:
y(t)=(c, B+c, )&
Das System verhalt sich ahnlich wie im Kriechfall

Beispiel: Bewegung aus der Anfangslage v(0) = a mi
der Anfangsgeschwindigkeit x 0.

Wegena) = b und 26 = b tritt der Grenzfall genau
m m

dann ein, wenn

5 = £ = \/E = a)o W
2m m
Zahlenbeispiel:

Federkonstante D = 200 [N/m],
Dampfungskonstante b = 60 [kg/s]

2
Der Grenzfall tritt bei der kritischen Masse= Z—D =45 kg ein.
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Erzwungene Schwingung

Auf ein gedampftes mechanisches System wirke naraussen her eine periodische Kraft

F(t) = F, Bin() w. Kreisfrequenz
ein, dann lautet die Differentialgleichung (2)
My +by+Dy=F()=F, Bin(wt) Gleichung einer erzwungenen Schwingung

y+29y+afy =K, Bin(wt)
oder mit den Ublichen Abklrzungen
F

521, W =P ind K,=-2

2m m m
y+20y+afy =K, Bin(at)
Die allgemeine L6sung dieser inhomogenen Diffeedgiigichung erhalt man durch
Superposition der allgemeinen Lésung der homog&ieichung und einer speziellen
Losung der inhomogenen Gleichung

Das folgende Beispiel illustriert das Vorgehen:

Beispiel:
y+2y+y=sin@3) (5) inhomogene Gleichung
y(0)=0,v(0)=0 Anfangsbedingungen.

Die zugehdrige homogene Differentialgleichung
y+2y+y=0 (6)

hat das charakteristische Polynom

A2 +24 +1=(A+1)? =0 mit der doppelten Nullstelle = -1.
Die Gleichung (6) hat also allgemeine Lésung

y(t)=c & +c, I&™

Eine spezielle Losung der inhomogenen GleichungdBn mit dem folgenden Ansatz
gefunden werden:
y,(t) = altos(3t) + b 5in(3t)

Einsetzen dieses Ansatzes in die Gleichung (5pbedye Gleichung
(-9a+6b+a)tos(3t)+(-9b-6a+b-1)3in(3)=0
und mit Koeffizientenvergleich das Gleichungssystem

—-8a+6b=
mit den Loésungen a =/so und b =%/-s.
—6a-8b :j g 50 25
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Als spezielle Losung ergibt sich damit:

Yo(t) = —& [eos(3t) - % [3in(3t)

Also heisst die allgemeine Lésung der inhomogenifierientialgleichung (5)
y(t)=c, @' +c, I -3 [Gos(3t)- 2 5in(3t)

10

A_
.
(5 N
- h—
i
I

-3 cos(3x)/50-3sin(3x)/25

Schliesslich sind noch die Konstanten so zu besamrdass die vorgegebenen

Anfangsbedingungen erfillt sind:
Das folgende Gleichungssystem

hat die Loésungen:
c1=%s0und @ =310

Somit heisst die gesuchte Lésungsfunktion

y(t)=3 @' +3 e -2 cos(3t) - 2 Ein(3)
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