6.4 L ogistisches Wachstum

Ein Nachteil des Modells vom beschréankten
Wachstum besteht darin, dass fur kleine t die Rankt
ungefahr linear statt exponentiell wachst. Diese
Schwache wird durch das logistische Modell behobt
Der Name stammt vom Belgier Verhulst (1804-184¢
Bei diesem Modell verlauft das Wachstum anfanglic
ungefahr exponentiell, gegen Ende des Beobachtur -
Zeitraumes nahert sich das Wachstum dem be-
schrankten Wachstum mit der Sattigungsgrenze S.
Das bedeutet, dass die momentane Wachstumsrate
proportional zu y und zu (S —y) ist.

ly=ky{s-y) (1) Differentialgleichung des logistischen Wacinss k >0

Beispiel in der Abbildung k =0.1und S = 3.

Die Gleichung hat die Gleichgewichtslésungen yun@y = S. Flr 0 <y < S i positiv
und y damit streng monoton wachsend. Das Wachstubei y = %2 S maximal.

Fur y# 0 und y# S kann die Gleichung umgeformt werden zu:
y _
— 2 =k(2)
y{s-y)
Nach der Theorie der Partialbruchzerlegung kanrBdech auf der linken Seite in Teilbriiche
zerlegt werden:

1 _a b _a[(S—y)+by_aS+y[(b—a)

- =4 = =
yds-y) y S-y  yis-y) yds-v)
Die Konstanten sind damit bestimmt zu:

1
a=h==

S
Gleichung (2) kann damit neu in der folgenden Fdergestellt werden:
Vi YV —koderd- Y =
Sy ss-y) y (s-v)

Integration ergibt:

Inly|=InS-y/=Iny-In(S-y)=in——=St+c, wegen0<y<S

ERARSPSS oder fur den Kehrwert
S-y
S-y. g ¥ oderS—y =y * ™™ bzw. S= yEﬁl+ e‘s'“l)
y
mit der Losung
yo S
1+c, &
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Zur Zeit t = 0 erhalt man den Anfangswegjt= 1+S .
C2

S-Y,
Yo

Daraus ergibt sich fur die Konstante der Wert und die Lésung

S _ YoS
1+S_y0 (eS¢ YO'i'(S_YO)Eéa_Skt
Yo

Im einleitenden Beispiel ergibt sich fur den Anfangrt y = 1 die spezielle Lésung
3

y= (3) logistisches Wachstum.

y:

Bemerkung 1:
Auf Uberbevolkerung (Anfangswert ¢ S) reagiert das Modell mit der Abnahme der
Individuenzahl gegen die Sattigungsgrenze S.

Bemerkung 2:

Die Partialbruchzerlegung kann mit dem folgendenstgriff vermieden werden:
Man betrachtet die wegen y = )0 definierte Hilfsfunktion

y= g(t) = i
£(t)

Wegen

- T _ koOr@)ds- (@) _kor@)dft)-S)_, kS _, o

g(t)_ fz(t) - fz(t) - fz(t) =k f(t)_k[(l SEQ('[))
ist g(t) Losung der inhomogenen linearen Differaigleichung

y=kii-9)

mit der Losung

o) = 5+ " =S firc, %)

Die Losung der ursprunglichen Differentialgleichuiy heisst damit
_ S

TS

Die Differentialgleichung (1) kann auch die Aushwei einer unheilbaren aber nicht
todlichen Krankheit beschreiben.

Es wird angenommen, dass diese Krankheit in egodierten Population mit S Individuen
umgeht. N(t) bezeichne die Anzahl der zur Zeifiziarten Individuen.

Modellvorstellung:

Die Wachstumsraté\ (t)ist proportional zur Anzahl der Kranken N(t) und 2umzahl der

Gesunden (S — N(t)) (d.h. proportional zur Anzad dontakte zwischen Kranken und
Gesunden). Bezeichnet man N(t) mit y so erhalt diamekannte Differentialgleichung

y=kyHs-y).
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Beispiel:

Ist in einer Population von 5000 Menschen zu BegimBewohner infiziert und zahlt man

nach 4 Wochen 300 Kranke, dann gilt:

115000 .
(t)= T+ (5000-1) & ™ tin Wochen

Wegen

N(4)= >000 =300 k=~2.883-1¢

© 1+499¢ [0
Im Zeitpunkt, wo die Halfte der Stammesbewohnenkriat gilt:

5000
N(t) = =2500
1 + 4999 e—1.441364464t

Auflésung die Gleichung ergibtt 5.9. Ab diesem Zeitpunkt sinkt die
Ausbreitungsgeschwindigkeit der Krankheit (sogetanYitalitatsknick).

Im folgenden Beispiel werden die Parameter ausDigan geschatzt.

Wachstum einer Hefekultur (Carlson 1913)

Hefemenge N(t)

Zeitt [h] [mg]
t y =N(t) 700.0
0 9.6
600.0
1 18.3
2 29.0 500.0
3 47.2 1000
4 71.1
5 119.1 300
6 174.6 200.0
7 257.3 1000
8 350.7 '
9 441.0 00
10 513.3 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
11 559.7
12 594.8
13 629.4
14 640.8
15 651.1
16 655.9
17 659.6
18 661.8
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Die Parameter in Gleichung (3) kbnnen geschatztl@rerindem man den Z&hler und den
Nenneryi erweitert:
0
yO * S S

Y= Yo+ (S—yp) e Skt B 1+ (i_ 1) oSkt
0
1+(S—1]EG‘S“
1: yo :£+ i—l Bg_sq
y S S Y S
LL(L&) s
y S (¥ S

m(g _1j PN .n(i_z)

y S Yo S

Das Ergebnis bedeutet, dass fur die logistischée\feng die Punkte{y, In(1 —éD auf
y

einer Geraden mit der Steigung
m =-S-k 4)

und dem y-Achsenabschniit= In(i —é] (5) liegen.
Yo

Im Folgenden sind fir die vorgegebenen Daten d'rddé{y, In(1 —éD dargestellt. Dazu

y
muss allerdings fur die Kapazitatsgrenze S einesibée Annahme getroffen werden. Wahlt
man nach verschiedenen Versuchen S = 664.5 sd sigjibdie folgende Tabelle mit

besonders guter Ubereinstimmung mit den Daten:

Hefemenge N(t)

[mg] 1/y  In(lly - 1/S) Regressionswerte Residuen
y=N()

9.6 0.1042 -2.2763 -2.3090 0.0327
18.3 0.0546 -2.9348 -2.8451 -0.0897
29.0 0.0345 -3.4119 -3.3812 -0.0307
47.2 0.0212 -3.9281 -3.9173 -0.0108
71.1 0.0141 -4.3773 -4.4534 0.0761

119.1 0.0084 -4.9775 -4.9895 0.0120
174.6 0.0057 -5.4673 -5.5256 0.0583
257.3 0.0039 -6.0400 -6.0617 0.0217
350.7 0.0029 -6.6102 -6.5978 -0.0124
441.0 0.0023 -7.1787 -7.1339 -0.0448
513.3 0.0019 -7.7213 -7.6700 -0.0513
559.7 0.0018 -8.1744 -8.2061 0.0317
594.8 0.0017 -8.6431 -8.7422 0.0991
629.4 0.0016 -9.3856 -9.2783 -0.1073
640.8 0.0016 -9.7963 -9.8144 0.0181
651.1 0.0015 -10.3824 -10.3505 -0.0319
655.9 0.0015 -10.8333 -10.8866 0.0533
659.6 0.0015 -11.4014 -11.4227 0.0213
661.8 0.0015 -12.0007 -11.9588 -0.0419
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y =-0.5361x-2.309
R?=0.9997

Excel liefert fur die Steigung m und den y-Achsesdinitt q die Werte:

m=-0.5361 und ¢ -2.309.

Mit (4) und (5) kbnnen damit die Parameter gesd¢hégzden:
(4) odek = —g =~ 0.00080672

m =-S-k

Aus Gleichung (5) fir den y-Achsenabschmjtt In( !

e“-i—— oder

Yo
1 _ g, 1_Ser+1
ve ©TsT T s
und damit

S

=— =091419724

Yo = Srei+1
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Vergleich der Daten mit den Werten des logistischen Wachstums

700.0
600.0 P
500.0 »
'j@//".
400.0 /
300.0
9
200.0 ,
®
100.0 A
o .
00 a=—0—2
0 2 4 6 8 10 12 14
N(t) = YoS < Mit den Parametern S = 664.5
Yot (S_ yo) (e
m S
k=-—=0.0008067Z und y, = ———— =9.91419722
S Se? +1
Zeitt [h] Hefemenge N(t) [mg]
Werte
t y = N(t) geschatzt Abweichungen
0 9.6 9.9 0.3
1 18.3 16.8 -1.5
2 29.0 28.2 -0.8
3 47.2 46.7 -0.5
4 71.1 76.1 5.0
5 119.1 120.3 1.2
6 174.6 182.2 7.6
7 257.3 260.7 3.4
8 350.7 348.6 2.1
9 441.0 434.3 -6.7
10 513.3 507.2 -6.1
11 559.7 562.5 2.8
12 594.8 600.7 5.9
13 629.4 625.7 -3.7
14 640.8 641.2 0.4
15 651.1 650.7 -0.4
16 655.9 656.3 0.4
17 659.6 659.7 0.1
18 661.8 661.7 -0.1
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