Anwendungen der Integralrechnung

1 Tragheitsmomente
1. 1 Einleitung, Definition

Kdrper fallen im Vakuum gleich schnell und sie tgaiauf einer reibungsfreien schiefen Ebene gleich
schnell. Sie rollen aber auf dieser nicht gleidingtl hinunter, denn ein Teil der potentiellen Eyer

wird in Rotationsenergie umgewandelt. Die Rotatemesgie eines Korpers beziglich einer Drehachse ist
die Summe der kinetischen Energie aller Massenelemdedes Massenelemant; im Abstand irvon

der Drehachse liefert den Energiebeitrag

1 1
AE; = >- Amv? = = AmrE w?

Fur die totale Rotationsenergie gilt damit

1
Erot = E % Amirizwz =5 < E Amm-z) cw? =
i i

Die von der Massenverteilung und der Drehachserafipé Grosse J in
der Klammer heisst Tragheitsmoment.

FUr einen beliebigen Koérper der Masse m mit demui@n V kann das
Tragheitsmoment durch einen in 1.8 noch zu prazasden
Grenzubergang als Integral definiert werden zu

.]wZ

N| -

J= frzdm: 0 frzdv 111
() )

Damit kann die Rotationsenergie folgendermassegealnéckt werden
1
Eror = 3 Jw?

in Analogie zur Translationsenergie

Etrans = % - my?
Tragheitsmomente spielen damit bei Drehbewegunigendinliche Rolle wie die Masse bei

Translationsbewegungen.
Bemerkung:

Vergleiche dazu die Definition der Varianz in deatitik (mittlere quadratische Abweichung vom
Erwartungswert (,Schwerpunkt®).
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1.2 Tragheitsmoment eines homogenen Kreiszylindek®zlglich seiner Achse

R: Radius des Kreiszylinders
h: H6he des Kreiszylinders
p: konstante Dichte

Ein schmaler Hohlzylinder mit Innenradius r und iBrer hat die Grundflache

dA = 2nr - dr

und damit das Volumen dV bzw. die Masse dm

dm=p-dV =p-dA-h= p-2nr-dr-h=2nph-rdr

Der Beitrag dieses Hohlzylinders zum Tragheitsmanddretragt

dJ = r?-2nph-rdr = 2nph - r3dr

Das totale Tragheitsmoment erhalt man durch Integraiber alle zwischen r = 0 und r = R gelegenen
Hohlzylinder

R 1
== E ' (pT[th) - R2

R
] = 2nph - f r3dr = 2mph - [l-r‘*]
4 0

0

Da in der Klammer gerade die Masae= pmR?h des Kreiszylinders steht, ergibt sich das folgende
einfache Resultat

1
]Zylinder = EmRZ 1.2.1
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1.3 Tragheitsmoment eines homogenen Rotationskorper

Das vom Graphen der Funktion f und der 7 |
Geraden x = a bzw. x = b begrenzte Gek
erzeugt bei Rotation um die x-Achse eine | y=flz)
Rotationskorper.

Dieser Korper wird in diinne Scheiben de
Dicke dx zerlegt, die wir durch
Kreiszylinder annahern. Das schattierte
Rechteck erzeugt bei Rotation um die x-
Achse eine zylindrische Scheibe mit der
Hohe dx, dem Radius R =y und der ] ]
Masse dm.

Mit 1.2.1 ergibt sich dann der Beitrag.dJ

zum Tragheitsmoment zu
dJ, = % ' yzdm

Einsetzen der Teilmasse
dm = p-dV = p-my?dx
ergibt

dj, =%-y2dm =%-y2 - p-my?dx =%-7pr4dx

Das totale Trigheitsmoment erhilt man durch Integration (Summation) Uber die Beitrage samtlicher

zwischen x = a und X=hb gelegenen Scheibchen zu
b

b
Jx = f dJx = f -y?dm = f— mpy*dx =2 - mp - fy‘*dx
x=a x=a
Fur das Tragheitsmoment emes homogenen Rotatlmresis)gllt also bei Rotation um die x-Achse

Ix =

N| -

b
ﬂp.fy4dx:%.ﬂp.ff4(x) i 13.1
a

p: konstante Dichte des (homogen gefiillten) Rotakionsers

Durch Drehung einer Kurve x = g(y) im Intervall fj,um die y-Achse entsteht ebenfalls ein
Rotationskorper.
Fir sein Tragheitsmoment Beziiglich der Rotationsachse (y-Achse) gilt damsmgrechend

d d
Jy=temo [ty =Lemp- [ g*oay 1.3.2
c

c
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Beispiel:

Leite das Tragheitsmoment eines Kegels beziiglic )
der Kegelachse her. i E
LOsung:
Der Kegel entsteht durch Rotation der Geraden m i
der Gleichung = % - x um die x-Achse. e

H 4 H

1 R R* [,

]=57rpf<ﬁ-x) dx=npmfx dx

0 4 0

R H

1 7 |15/ _1 4 — 5.1 _p2yy. 3 p2
]—Ean4[§x]O—ﬁnpR H=p §7TRH ER ‘ , , , ' ‘ ‘ —
— 3 2
J EmR
Ubungsaufgaben:
1. “
Berechne das Tragheitsmoment eines
homogenen stromlinienformigen Korpers d
konstanten Dichte, der durch Rotation der
Kurvey = x-v3 —x im Intervall [0, 3] bei
Rotation um die x-Achse entsteht. ‘
h
LOsung:
1 3 1 : 1 31 729
4
Jx =§7T,0'f(x\/3 —x) dx =§7Tpfx4(3—x)2dx =S7p [;-x7 — x© +§-x5]0 = 5T o
0 0

2

Gesucht ist das Tragheitsmoment des homogen mNldssep = 1 belegten Rotationskérper der
entsteht, wenn man

a)

die durch die Ungleichungen< y < x? <1
bestimmte hellrote Flache um die x-Achse rotier
b)

die durch die Ungleichungen< x2 <y <1
bestimmte hellgrine Flache um die y-Achse
rotiert.

LOsung:

a)
1

1
]ng' fy4dx=n-fx8dx=
0

b)
wegenj—zz 2x gilt dy = 2dx Iy =§-f01x4 dy = n-f01x5 dx=1-m

1T

O~
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3.
Die Ellipse mit der Gleichung

erzeugt bei Rotation um die y-Achse einen 15
Rotationskorper. Gesucht ist das Tragheitsmome
dieses homogen mit der Magse 1 belegten

Ellipsoids.

LOsung:

b

b
a4
-b 0 0

b

a* )

b
—p-—- |2 v5 —2.p2v3 L Ayl =B gt 2. (p-% 7a2p) - a2
—npb4§y §by+by]0—7tpﬁab g(pgnab)a

Dain derKlammergeradealie Massem desEllipsoidsstehtgilt:

1.4 Tragheitsmoment einer homogenen Vollkugel mit &lius R

Eine Kugel entsteht, wenn man den Halbkreis mitGleichung
y=f(x) =JR* = x?

im Intervall [-R,+R] um die x-Achse rotieren lasst.

Wegen der Symmetrie zur y-Achse gilt dann nachll1.3.

R R
I, =mp- J(RZ —x%)?%dx = 7rp-f(R4 — 2R?%x? + x*) dx
0 0

Jx=mp: [(R4x —é'R2x3 +é'x5)]§

8 2 4 2
Jx=—-mpRS =2 (3nR3-p)-R? =1 -mR?

Tragheitsmoment eine Kugel

Jx == - mR?2 1.4.1

SINN]

Herleitungsvariante:

Zerlegung der Kugel in diinne Kreisscheiben mit Radi=vR? — z2 und Hohe dz
(siehe dazu Abschnitt 1.7.3).
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1.5.Tragheitsmoment eines zylindrischen Stabes

Das Tragheitsmoment eines
homogenen zylindrischen Stabe: 7
mit der Dichtep, dessen Achse
senkrecht zur Stabachse durch gx,
den Schwerpunkt S geht, kann = ol
folgendermassen bestimmt S
werden. Bei der Herleitung wird  _L Eovd )
vorausgesetzt, dass der Durch-
messer des Stabes gegenuber
der Stablangkklein ist.
Zerlegt man den Stab in eine grosse Anzahl Zylisdeziben dann besitzt ein solches infinitesimales
Scheibchen die Massgkn = pdV = pAdx (siehe 1.1.)
Dabei ist A die Querschnittsflache des Stabes.Ba#rag dieses Scheibchens zum Tragheitsmoment
betragt danmlj = x?dm = pAx?dx
Das Gesamttragheitsmoment ergibt sich damit durtdygtation zu

l l

dm

x1

N~

2 2

1
Js = prxzdx = 2pA f x2dx = 2pA [1x3] =L pAl3
37 |y T 12
L 0

2
Da fur die Zylindermasse gilt

m = pV = pAl
erhalt man das Tragheitsmoment des Stabes ausgenirgeiner Masse m
Js = oPpAL = = (pAl) - 1> = —ml?,

Massentragheitsmoment eines Stabes (Achse durcBaererpunkt)

Js = omil? 1.5.1
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1.6 Der Satz von Steiner fur Tragheitsmomente

Bisher wurden die Massentragheitsmomente auf ainehdden Schwerpunkt- | Bezugsachse A
Korperschwerpunkt S verlaufende Achse bezogenalu3akann nach e S
dem folgenden Satz von Steiner das Tragheitsmobeaiiglich einer

zur Schwerpunktsachse parallel verlaufenden Ackserbmt werden
(ohne Beweis).

~Korper der
Masse m

Ja =Js + md? 1.6.1

Dabei bedeuten

Js: Tragheitsmoment bezlglich der Schwerpunktsachse S
Ja:  Tragheitsmoment beziglich einer zu S parallelehs&d
m: Masse des Korpers

d: Abstand der beiden parallelen Achsen

Bemerkung:
Der Summanand? kann als Tragheitsmoment der im Schwerpunkt vaggin Gesamtmasse m
bezuglich der neuen Bezugsachse A interpretierdever

Der Satz von Steiner ermdglicht es, das Traghensemb des zylindrischen Stabes auch fir eine péalle
Bezugsachse durch einen der beiden Endpunkte armenige

Die beiden Achsen haben den Abstand 7A | schwerpunktochse
d=:l £
Mit dem Satz von Steiner erhalt man  ET—— ——

2
Ja =Js + md? =11—2ml2+m(%l) =§-ml2

Damit vervierfacht sich das Tragheitsmoment.

Bemerkung:

Das Resultat kann auch direkt wie bei der Schwedsachse bestimmt werden:
l l

!
Ja = prxzdx =pAfx2dx = pA [lx3] =l(pAl)-lz B —
37 1 3 3
0 0

Beispiel:
Nach 1.2 und dem Satz von Steiner betragt das &itgimoment eines Zylinders bezuglich einer
Mantellinie

3
]M == EmRz

Tragheitsmoment einer ,Hantel” (zwei Kugeln im Adostdl d von der Drehachse)
J=2- (émR2 + mdz) =2m- GRZ + dz)
Spezialfall: d =R

—2.m.l.p2 14,
J=2 ng = —

5

mR?
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1.7. Mehrfachintegrale
1.7.1 Tragheitsmoment eines Quaders

Gegeben ist ein Quader mit den
Kantenlangen a, b und c. Das

A 2

Drehachse

Koordinatensystem hat den Ursprung i ,
Mittelpunkt des Quaders

Das Volumenelement dV mit den !

Kantenlangen dx, dy und dz hat von der I e

Drehachse z den Abstand

Und die Masse o / b
dm = pdV = pdzdydx

Damit gilt fur das Tragheitsmoment

la lb lc
2 2 2
]=pf j j(x2+y2)dz dy |dx
1\ 21, \ 1
2 2 2
Bei der Integration nach z ist der Integrand kamista
%a %b
] =pc f f(x2 +y?) dydx
1,1,
2 2

] = pbc f (xz +%b2) dx

y=pme e s, = pabe (e + 27

-1
2

1 2 2y 1 2 2
]_Epabc(a +b)_ﬁm(a + b*)

Das Tragheitsmoment eines Quaders bezuglich dehseist von der Hohe ¢ unabhéangig.

] = %m(a2 + b?%)

Ubungsaufgabe

1.7.1

Gesucht ist das Tragheitsmoment eines Wiirfels liebiginer seiner Kanten.

Lésung in Analogie zum Quader oder nach dem SatzSteiner:
2

2
J=]s +m-(7a> =%ma2 +%ma2 =§ma2
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1.7.2 Tragheitsmoment des Kreiszylinders

Das Resultat ist bereits aus 1.2. bekannt und medauf
einem weiteren Weg hergeleitet.

Das Volumenelement dV des Zylinders im

Abstand r von der Drehachse hat die Kantenlangen
rde, dr unddz, also die Grundflache

dA = rdedr und die Hohe dz.

Damit gilt:

dV =r-dedrdz

und fur die Masse

dm = pdV = rdedrdz

FU das Tragheitsmoment eines Zylinders mit dem dadi
R und der HOhe h gilt mit der Definition des
Tragheitsmoments J aus 1.1.:

h [/ 2nm R
jzpf f fr3dr do |dz
0 0 0
Das innerste Integral hat den Vv4?e'r1R4
h 21

]=%-pR4j fd(p dz

~
Il
NI
©
=e]
S
o"};_ o
N
S|
QU
N
I
N
©
S
-

S
o"};_
QU

N

= % - pR* f dz = % (pmR?h)R?
0
Da fur die Zylindermasse gith = pR?h ,

ergibt sich wie in 1.2.1 erneut
Ji =%-an4h =%-mR2
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1.7.3 Tragheitsmoment einer Kugel

Das bereits aus 1.3.1 bekannte Resultat wird hifer a
einem weiteren Weg hergeleitet.

Analog zum Vorgehen in 1.7.1 hat das Volumen-
element dV im Abstand r von der Drehachse hat dit
Kantenlangem - d¢, dr unddz, also die Grundflache
dA = r - dedr und die Hohe dz.

Damit gilt:

dV =rdedrdz

und fur die Masse

dm = pdV = prdedrdz

Stellt man die Kugel projizierend dar, dann scheeid
eine zur z-Achse senkrechten Ebene die Kugel in d
Hohe z in einem Kreis mit dem Radius

u = VR? — z? (siehe dazu die Abbildung unten).

Damit gilt fur das Tragheitsmoment einer Kugel mit
dem Radius R

R u /21

jzpf f fr3dgo dr |dz

—R \o 0
Wegen

27T 2T

fr3dg0=r3fd(p=r3-2n
0 0
folgt

R u

]=27ij jr3dr dz

—R \o
und wegen
u

u
1 1
r3dr = [—r“] =yt
e |, T a

0
Ist
R R

=%ﬂp fu.“dzznpf(Rz—xz)2 dz
0

“R
R
=7p f(R4—2R222 +zY)dz

0
Oder schliesslich

R
4 2,2 4 4, 2p2.3 1 5]° 5_2p5 4 1ps 5
J=mnp | (R*-2R*z +z)dz=7rp[R z—-R*z +—Z] =7Tp(R —=R +—R)=—npR
3 57 1 3 5
0

Mi der Kugelmasse
— 4 3
m=p-z: R
ergibt sich erneut das Resultat
] = ngZ
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z |

Volumenelement
dV=dAdz=rdpdr

- dz

dA=rdedr

e+de

dA=rdedr
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1.8. Allgemeine Definition des Tragheitsmoments

Gegeben ist ein starrer Korper B mit homogener Blagsrteilung (konstante Dichpg. Rotiert dieser
Kdrper um die Achse a mit der Winkelgeschwindigkego tragt das ,Volumenelement dV* zur
kinetischen Energie E die Grosse dE bei, wobedEigilt:

dE = %dm cp? = %pdV (r w)?

wo r den Abstand des Volumenelements dV von deatiRwisachse bezeichnet.

~summiert” (integriert) man alle VolumenelementeB und bildet man den Grenzwert bei immer
feiner werdenden Unterteilungen so erhalt manatede Energie

E=jﬂ. %wz-prde=%w2pjff r2dv
B B

Das Tragheitsmoment ist definiert zu

j= [ v

Das Symbol fur das Dreifachintegral ist folgendessgn zu verstehen:

Analog zum Vorgehen beim Riemannschen Integraemgr Variablen zerlegt man den Bereich B in n
Teilbereiche mit den VolumeAl/;, AV,, AVs, ... AV,.

In jedem dieser Teilbereiche wéhlt man je einenkBu im ersten, Pim zweiten, .. . Mit den
Abstandent; ro, ...dieser Punkte von der Achse a bildet man dermdAuwck

2 AV, + 12 - AV, + 12 - AVg + - +1,2 - AV,

Es kann bewiesen werden, dass dieser Grenzwestdiige Integranden nicht von der Wahl der Punkte P
und auch nicht von der Wahl der Einteilungen abigiist.

Unter

szﬁfB r2dv

ist dann der Grenzwert dieser Summe fur eine Radgeimmer feiner werdenden Unterteilungen von B
zu verstehen.
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1.9. Gegenuberstellung der Linear- und Rotationsmdm@nik

Lineare Mechanik Rotationsmechanik
BewegungsgleichungF = ma M =]a
Impuls/Drehimpuls  p = Mv D=]w
Weg-Zeitfunktion S s=Rep
Geschwindigkeit v=3_;§ v=S=R¢ =Rw
Beschleunigung a=v=3_§ a=v=R{p =Rw
Arbeit W =2-mv? W =:Jw?

Beispiel:
Der (reibungslos) rollende Appenzellerkase austdewWerbung
Welche Geschwindigkeit erreicht er, wenn er ausRigre von der Hohe h hinunterrollt?

Energiebilanz:
Potenzielle Energie Kinetische Energie
mgh = 2 mv? 42+ Jw?
wegenv = R - w und/ = - mR? nach 1.2.1 folgt

2

_ 1 2 41, 2,2 _ 1, 2,1, 2 _ 3, 2
mgh =5 mv” +_-mR 72 S mue + o -mu S mv
und daraus nach Division durch m

- v? oder

o=

Zahlenbeispielmit g ~ 10 m/fundh=30m v =20m/s

Zum Vergleich:
Rollt ein Quader reibungsfrei eine schiefe Ebemaiier, so ergibt sich seine Endgeschwindigkeit zu

2gh
oder im Zahlenbeispieb = 24 m/s
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