Anwendungen der Integralrechnung

2 Bogenlange

2. 1 Definition

Gegeben ist die Funktion stetig

differenzierbare Funktion f: [a, b} R. f
Gesucht ist die Bogenlange ihres Graphe

Wird das Intervall [a, b] in n Teilintervalle
unterteilt, dann gilt nach dem Satz des
Pythagoras fur die LaAnge des Kurven-
bogend; im Intervall [x -1, Xi]

WObeiAxi =X; — Xi—q und -
Ay; = f(x;) — f(x;_,) ist. Es wird also Ayi
das Bogenelement durch das Differential R

der Bogenlangé d.h. die zugehdrige E

Strecke ersetzt. -
Die Sekante hat die Steigung @= T
m, = i

¢ Axl-
Nach dem sogenannten Mittelwertsatz existiert nstetes eine Stell& im Intervall [% -1, x] so, dass
gilt:
Ay;
AR
Anschaulich bedeutet dies, dass an dieser Sietlee Tangentensteigung mit der Sekantensteigung
Ubereinstimmt. Damit kanfty; in der folgenden Form dargestellt werden:

Ay; = f'(§;) - Ax;
unddurchEinsetzerergibtsichfur die Bogenlangé:

li z\/Axiz-l_f’Z(fi)'Axiz =\/1+f'2(fi)'Axi

Die Summe dieser Streckenlangen ist eine Anndheanrdie Bogenlénge L:

zn:,ll +f12(&) - Ax
i=1

Es handelt sich gerade um die Riemannsche Sumnteaud&tion /1 + (%)
Die Bogenlange s ist der Grenzwert dieser Riemdreams&ummen flr n» oo

n b b
s= ii_r)?oz 1+ f%(&) Ax; =f 1+ (f'(x)2dx = f 1+ y2dx 2.11

Diese Gleichung ist streng mathematischs$inition der Bogenlangezu verstehen.
Aufgestellt wurde sie von Fermats ZeitgenossenHeuraet (1633-1660) und Neil (1637-1670).
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2.2 Beispiele

1. Die Kettenlinie
Die Kettenlinie
y=a- cosh§ =a-3 (eg + eg) hat im Intervall [-
b, b] die Bogenlange
b 1 b
X\2 X
s = Zf(l + sinhz—) dx = 2fcosh—dx
0

a a
0

= 2a - sinh—

a
In den Annahmen in der Abbildunga=1und b =2
erhalt man fur die Bogenlange
s=2-sinh2 = 7.2538

Eine Kette mit homogener Massenbelegung, die ai
zwei nicht senkrecht Ubereinander liegenden Punk
aufgehangt ist und frei durchhangt bildet eine kurv

dieser Atrt.
Die Kettenlinie erflllt die Differentialgleichung

s =s

2. Der Kreisumfang
Die aus der Elementarmathematik bekannte FormeldiirkKreisumfang wird erneut hergeleitet.

Aus der Gleichung fur den oberen Halbkrgis vr2 — x? erhalt man die 1. Ableitung
X X

Y =T VrZ—xz Y
denn die Tangente in einem Kreispunkt steht sehkiead dem Berlhrungsradius.
Mit

x? x4+ y? r
1+(y’)2=1+?= =

2

yz T2 — x2
ergibt sich fur den ganzen Kreisumfang wegen ddérsAnsymmetrie das folgende Integral:
T T

T 1
s=4 dex—élrbfmdx
Das Integral kann mit einer Tabelle oder mit Substn 2. Art geldst werden:
Substitution:
x =r-sint bzw.t = arcsin% undvr? —x? =r-cost
Der unteren Grenze x = 0 entspricht t = arcsin@ =
Der oberen Grenze x =r entsprichtt = arcsingl

d . . .
Wegend—f =r-cost bzw.dx = r - cost dt transformiert sich das bestimmte Integral zu
T
A J‘ 1 P A j%r *cost
S =47 | ————ax = 4r
\/rz—xz 0 r-cost
0

und zum bekannten Ergebnis fur den Kreisumfang
U=2nr

z T
dt=4rf dt =4r-— = 2nr
0 2
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3.
Die Bogenlange der Neilschen Parabel

f(x) = x2

im Intervall [0, 2]

Aus der 1. Ableitung von f mit der Gleichung
flx) = g-x% ergibt sichl + (f'(x)?2 =1 +2-x und
damit die Bogenlange

7
3
szf /1+z-xdx=

0
Substitution t =-1+2-x
Der unteren Grenze x = 0 entsprichtt =1
Der oberen Grenze xZ=entsprichtt =1 +2-2=2

4
Fur die gesuchte Bogenlange erhalt man damit
25

9 9
1+Z X de

O | >

O\wl\l

4. Parabelbogen

<

¥
Il
8

Die Bogenlange der Kurve = x2 zwischen den Punkten A(-1, 1) und B(1, 1)

Aus der 1. Ableitung von f mit der Gleichurif(x) = 2x ergibt sich

1+ (f'(x)? = 1 + x% und damit die Bogenlange
1 1

s=] 1+4x2dx=2-j 1+ 4x?% dx

-1 0
Die Substitution u = 2x und du = 2 dx fuhrt auf distegral
2

szf\/1+u2du

0
Eine Stammfunktion findet man in einer Formelsamgl(partielle Integration?)

2

L=s=f 1+u2du=%[arcsinhu+u-\/1+u2] =%(arcsinh2+2-\/§)z2.95

0
wobei arcsinh x = In(X -/ x> + 1 )
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Ubungsaufgabe:

Berechne die Bogenlange der Kurve mit der Gleichunc

1 2 1
y=f(x)=x°—5"Inx 2
im Intervall [2, 4].

Aus der 1. Ableitung von f mit der Gleichung
"(x) =% — Lerqibt si
f'(x) = > errglbzt sich
vz 1 X +1
O |

und damit die Bogenlange

2
1 [xt+1 12,1 4 1
s=3 f o dx—[zx +Elnx]2—3+51n2

2 o
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2.3 Parameterkurven

Eine Kurve K im Raum kann folgendermassen in
Parameterform dargestellt werden

t = 7(8) = (x(0), y(0),2(1))

wobeit, <t < tp

7(t) = 0P beschreibt den Ort, an dem sich ein Lt o
Massenpunkt zur Zeit t befindet.

Die 1. Ableitung?(t) ist definiert zu

?(t) = mm b h})l —TO _ (x(®),y(@®),2(D)) B

Dieser Vektor ist parallel zur Tangente an K im
Punkt P. Er beschreibt nach Definition die
Geschwindigkeit des Massenpunktes zur Zeit t.

Im Kleinen kann die Kurve K als Strecke aufgefas Flt+h) -Flt)

werden, deren Lange gleich der Raumdiagonalen
eines Quaders mit den Seitenlangen dx, dy und d
ist. Ein kleines Bogenelement hat nach Pythagore
die Lange

ds = \/dx? + dy? + dz2

Wegenx(t) = % gilt dx = x(t) - dt

und entsprechendly = y(t) - dt unddz = z(t) - dt
gilt fir das Bogendifferential ds

ds = Jx(©)2 + y(£)2 + 2(t)? - dt = |#(t)] - dt

(x(t),y(t),z(t)

Damit ist folgendeéDefinition der Bogenlangeplausibel:

s = f JE®©2 +y(6)? + 2(t)? - dt = f |7 ()| dt 2.3.1

Es kann gezeigt werden, dass diese Definition dgeBléange nicht von der Parametrisierung abhangig
Ist.

Bemerkung:
In der Abbildung ist die geometrische Deutung d
Bogenelements dargestellt.

ds = +/dx? + dy? ]

y=ylx)

dx

L 2| S e
5 e o
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6
Die bereits eingefuhrte Bogenlange fur eine Kurvexpliziter Darstellung 2.1.1 als Graph der Fuorkti
fim Intervall [a, b] ergibt sich nun als Spezidifa

Dazu betrachtet man sie als Raumkurve mit der Reteadrarstellung

t - (t, f(t),0) 0<t<2m
Das Bogenelement berechnet sich nun zu

ds =1+ (f'(t))? -dt =1+ (f'(x))? dx
Womit sich erneut die Bogenlange ergibt:

= f 1+ (f'(x))?dx

Beispiele:
1. Die Lange des Zykloidenbogens

(x,y) = (at —asint,a—acost) 0<t<2m

N

%(t) =a—acost
y(t) = asint
Fur das Bogendifferential erhalt man

ds = \/J'c(t)z +y(t)? -dt = a\/(l — cost)? + (sint)?

- ’ . t)\? Lt
= a\/l — 2cost + (cost)? + (sint)? = a/2(1 —cost) = a_|4 (smi) = 2a |sm5|

und daraus die Bogenlange

0

s = Zaj |sm—| dt = Zaj sm tdt = 2a[ 2 cos ] = 4a[cos£]2n = 8a

Uberraschend ist, dass belm Rollen eines Kreisiesiaer Geraden ein Punkt auf der Kreisperipherie
einen Weg zurlcklegt, der ein ganzzahliges Viekaadtes Kreisradius ist. (Skizze a = 1).

Bogenlaenge 2015 04_8 (Automatisch gespeicher.dd@.04.2015 11:11/ul



2. Die Lange der Astroide
(x,y) = (a(cost)3,a(sint)®) 0<t<2m

%(t) = —3a(cost)? - sint
y(t) = 3a(sint)?-cost
Aus den Ableitungen erhalt man das Bogendifferéntia

ds = /%(t)2 + y(t)? 1
= 3a\/(cos t)*-(sint )% + (sint)* - (cost )?
= 3a\/(cos t)? - (cost)?(sint )% + (sint)? - (sint)?(cost )?
= 3a\/(cos t)? - (sint )?((cost)? + (sint)?))
= 3a\/(cos t)2-(sint)? = ; 2-sint-cost =§- sin(2t) - ]
denn im Interval{0, Z] des 1. Teilbogens im ersten Quadranten

sind sin und cos nicht negativ.
Fur die aus vier Teilbogen zusammengesetzte Boggalgilt

damit
z - 1
1.3 . . _ 2.3 .[_1 2
s=4--a jsm(Zt) dt = 4 -a [ ECOS(Zt)]O
0
=4-2-1.a-[cos(20)]z = 6a

2
Erneut ist die Bogenlange ein ganzzahliges Viekaathes Parameters a (Skizze: a=1)

Ubungsaufgabe:

Die folgenden Kurven sind durch die Parameterdidusig gegeben. Berechne ihre Lange und Uberprife
mit den bereits bekannten Resultaten:

a) Kreis

(x,y) =(rcost,rsint) 0<t<2m

b) Kettenlinie

(x,y) = (t,acoshé) 0<t<bh

c) Neilparabel

(x,y)=(t%4t3) 0<t< b= ;
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LOosungen:
a)
Wegenssin?t + cos?t = 1

2T
s= f rdt = 2nr

0

b)

b
¢ = f\/@dt = [asinh (2)]:
C) ’

b b b
s = j\/(Zt)2 + (3t2)2dt = ]\/4t2 + 9t dt = %j\/4+ 9t2 18t dt
0 0

0

b
7
1 251 _ 1 2 zéb_l 23\/;_13
—Ef(4+9t )218t dt = - §[(4+9t )Z]O—E[(4+9t )z]o =2
0

3

Wegenx = t? = Zist die obere Grenze= \[g

Bestimmung der Lange einer Windung der

4. Beispiel fur eine Kurve im Raum ?z
Schraubenlinie

(x,y) = (acost,asint,%-t) 0<t<2m

Ableitungen
%(t) = —a-sint
y(t) = ‘a-cost
..~ h
Z(t) = %

Aus den Ableitungen erhalt man das Bogendifferénti
ds = \/%(£)2 + y(t)? + 2(t)?

2

h
ds = \/az - (sin?t + cos?t) + (—)
21

h 2
ds = [a%?+ (—)

o for e e o2

s = \/47t2a2 + h? = \/(Zna)z + h?
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Da die Schraubenlinie auf dem Zylinder? + y? = a?
liegt, kann das Ergebnis auch elementar ermittelt
werden. Dazu schneidet man den Mantel langs einer
Mantellinie (gestrichelt dargestellt) auf und wittklan

in der Ebene ab. Die Windung erscheint dann als
Hypotenuse in einem rechtwinkligen Dreieck mit den
Katheten2ra (Umfang des Basiskreises) und h
(Ganghdohe der Schraubenlinie)

- e een e W o o ey

5.
Umfang der Ellipse mit den Halbachsen a und b.
(x,y) =(acost,bsint) 0<t<2m

Mit

x(t) = —asint

y(t) = b cost

erhalt man das Integral

2T 2T

L=s=f\/azsin2t+b2cosztdt=af 1—¢&?2cos?tdt
0 0

Mit & = 2VaZ — b2
Das Problem fiihrt auf ein so genanntes elliptisthiegral. Da keine Stammfunktion existiert, kasn e
z.B. fur konkrete Werte von a und b numerisch awsget werden.

Entwickelt man den Integranden in eine binomiscké& und integriert gliedweise so erhalt man fér di
Bogenlange die folgende Entwicklung:

1,2 1/1-3\? 1/1-3-5\°
T T P N
2 3\2-4 5\2:-4-6
dabei wurde verwendet

2T

f cos?™t dt = 22771 (27?)

0
Im Spezialfalle = 0 ergibt sich erneut der Kreisumfang.

L=s=2ma
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6. Ein Beispiel fur eine nicht ,streckbare” Kurve:

(x,y) = (t, t - sin (%)) t € R undsin G) =0furt=0
Dies liegt daran, dass der Integrand z.B. im Irg@(@, %] nicht stetig differenzierbar ist. Wahlt man die

Stellen § so, dass simt +1 dann kdnnen die Teilbogen leicht nach unten athggscwerden. Es ergibt
sich die divergente Reihe

4 i 1
T 2n+1 4
n=1

Formal ergibt sich erneut ein elliptisches Integral
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11
2.4. Polarkoordinaten

Eine durch eine Gleichung der Form ¥
p=pl@) a<p<p

in Polarkoordinaten gegebene Kurve kann in der

folgenden Parameterform dargestellt werden:

7(¢) = (p(9) cos @, p(¢) sin @) |~

N
\
|
|
i |

Fur die 1. Ableitung nach gilt dann

(@) = (6(¢) cos @ — p(p) sin g, p(¢) sin @ + p(¢) cos p)
und schliesslich

[7(@)| = (6(@) cos @ — p(@) sin @) + (H(p) sin @ + p(p) + p(¢) cos @)?

|?(go)| = \/p?cos2 @ — 2ppsin @ cos @ + p?sin? ¢ + p2 sin2 @ + 2pp sin @ cos @ + p2cos2¢
= \/p?cos2 @ + pZsinZ ¢ + p2sin? ¢ + p2cos2e
— /pz + ,02

wegencos? ¢ + sin? ¢ =1

Fur die Bogenlange erhélt man damit

B
s= [VFE@ +pe) do 241

Diese Formel ist in der Abbildung veranschauliétin kurzes Teilstick der Kurye = p(¢)

kann als Hypotenuse in einem rechtwinkligen Dreieikden Katheten

p(p)de unddp = p(p + dop) — p(p) = p(p)de aufgefasst werden. Daraus ergibt sich die Lange des
Bogenelements zu

ds =/(dp)2 + (p-dp)? =/(p-dp )2+ (p-dp)? =/p%(p) + p*(9)dy

Beispiele:
1.Kardioide

pp)=a-(1+cosp) 0<¢<2m
ple) = —a-sing

s = 2ajJsian+(1+cos<p)2 do

0
T

= 2af\/51n2<p+(1 + cos @)? do

0

=2af,/2+2cos<p do ¥ '3

0

=2\/§-aj,/1+cos<p do
0 ‘1\
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12

=2\/§-af /Zcoszg do
0
T

_ ? 4o = . -
= aJcos2 do = 4a[251n2]0 = 8a
0
Die Bogenlange der Kardioide ist also achtmal ssgwieder Durchmesser des rollenden bzw. festen

Kreises.
http://de.wikipedia.org/wiki/Kategorie:Geometriscliairve

2. Logarithmische Spirale
plp)=e* ¢, <¢<gp
plp) =k-e*?

L=s= j\/k2.82k<p+62k(p do on

PA

_J1+k2fJe2kw do = \/1+k2f ekv do

],
_m

Pa

$a

(ekq’A — ek(pB)

’1+ﬁ (ek?p — ekea) = ’1+ﬁ (o5 — pa)

Das Ergebnis bedeutet, dass sigh
in Kreisringen gleicher Breite
b = pg — p4 gleich lange
Bogenstiicke der logarith-
mischen Spirale befinden.
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Erganzung:
Die zu einem Kurvenpunkt gehorige Tangente schliegsdem Radialstrahl den Kurswinkelein:

_ p(p)
Y = arctan 5(0)

Denn gemass der Abbildung qilt fid d- O

pde _ p__r)
pr dp p(9)
de
Im Spezialfall der logarithmischen Spirale gilt weg (@) = k- e*? =k - p(¢p)

tany =

1
Y = arctanz = konstant

Der ,Kurswinkel” der logarithmischen Spirale istrigiant.
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