Anwendungen der Integralrechnung

3 Oberflache
3. 1 Definition

Durch Drehung der Kurve y = f(x) im Intervall [a, b
um die x-Achse entsteht ein Rotationskorper. infinitesimal

dinne Scheibe
Die folgenden Plausibilitatsbetrachtungen fuhren at .
die Definition des Oberflacheninhalts (bzw. des
Mantelflacheninhalts). Dazu wird der Korper in
(infinitesimal) dinne Scheiben zerlegt. Jede dieser ~— | ; = -
Scheiben kann anndhernd als Kreiskegelstumpf
aufgefasst werden.
Aus der Elementargeometrie ist die folgende Forme
fur die Mantelflache bekannt:

MKegelstumpf =n(r; +12)s

Fur die Mantelflache der dinnen Scheibe erhalt man

wegen dy <<y: y
dM =n(y + (y+dy))ds ~ 2my ds  yatia
Berlcksichtigt man noch die Beziehung flr das a '
Bogendifferential ds /‘
ds = /1 + (f'(x)? dx so erhalt man fir das s {/ Tangante
Differential der Mantelflache P L y i
—e————{ |
dM = 2m y /1 + (f'(x)? dx il a iy
—— ! e
X x+dx X

Dies macht die folgende Definition plausibel:

Definition der Mantelflache eines Rotationskorpers, der entsteht, wenn dig&yr= f(x) im Intervall
[a, b] um die x-Achse gedreht wird:

b
M = 27rff(x)- 1+ (f'(x)?dx 3.1.1

Ist die Kurve in der Parameterdarstellungs (x(t), y(t)) gegeben, wobej, < t < t5 so erhalt man
mit dem entsprechenden Bogendifferetial ds fulizatelflache:

M =2mn f y(t) - x()? +y(t)2dt 31.2

ta
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3.2 Beispiele

a)
Oberflache einer Kugel

Die Oberflache einer Kugel wird durch die Drehuimges Halbkreises

um die x-Achse erzeugt. d
Wegen X H:_\
y =VrZ—xZundy’ = - = / | \
erhalt man —L , -

1 X 2 r2 — x2 x2 r
-|- —— = -|— =
/rz_xz rz_xz rz_xz rz_xz

und damlt schliesslich wegen der Symmetne Zur faskc

M = 4nf\/r2—x2

—dx = 4m‘fdx = Aqr?

0

\/7

Damit hat die Kugel das Volumeéf(r) = 2nr* und die Oberflach@ () = 4nr?. Es gilt also:

Vi(r) =0(r)

Das Ergebnis ist plausibel, denn vergrossert marRéelius r einer Kugel mit der Oberflache O(r) Am
so nimmt das Volumen udV zu und es gilAV = O(r) - Ar oderi—‘: ~ 0(r) oder mit dem
Grenzubergang fikr — 0

V'(r)=0(r)
b)
Oberflache eines Torus xy1)

Der erzeugende Kreis ist in die beiden
erzeugenden Halbkreise (rot bzw. blau gefarbt
Zu zerlegen.

.oberer* Halbkreis:y; = a + Vr? — x?

Lunterer” Halbkreisy, = a — Vr? — x2

Fir die Oberflache des Torus erhalt man dami

®

Bemerkung:
Definitionsliicke des Integranden an den Intervahgen
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Volumen des TorusV(r) = r7r2arr

Oberflache des Toru®.(r) = 4mar?
Erneut gilt:V'(r) = 0(r)

Die Losung kann auch in der Parameterform bestimantien.
(x,y) =(rcost,a+rsint) 0<t<2m

Wegen

x(t) = —rsint

y(t) =rcost

erhalt man fur den Oberflacheninhalt des Torus r&atl?

2T

M = 27rf (a+rsin1:)-\/(—rsint)2 + (rcost)?dt

21 21
M = ZnJ (a+rsint)-\/ﬁdt= anj (a+rsint)dt
21 0

M = Zm”f (a + rsint) dt = 2nr[at — r cos t]3™ = 2nr - 2ma = 4nlar

C) ’

Oberflache einer Kugelzone

Das Kurvenstick im ersten Quadranten kann in der
Parameterform dargestellt werden

t- (x@®,y@®) =(tVrz—t2) tJ[a, b]

Wegen
x(t) =1 E
(6) = t :
g N ;

ergibt sich fur den Oberflacheneinhalt

tZ

M=2ﬂf\/T2—t2' 1+r2—t2dt :
a i
b 5 i
r i
M=2ﬂf\/T2—t2 _tzdt !
a :
b 2( t2) :
r2(r?2 — s

M = an dt =21 rdt—an(b—a)

a

Der Oberflacheninhalt der Kugelzone im Intervallljfist gleich der Mantelflache des Zylinders, der
Kugel umbeschrieben werden kann.

Folgerung:

Projiziert man die (Erd-)Kugel auf den umbeschriebeZylinder und rollt den Zylinder in die Ebene ab
dann entsteht ein flachentreues (Karten-)Bild &ed{)-Kugeloberflache (J. H. Lambert 1772)
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Ubungsaufgabe:

Die Parabely = v/x erzeugt im Intervall [0, 2] bei
Rotation um die x-Achse ein Rotationsparaboloid
Berechne seine Oberflache.

Mit
y =+/x undy’ =
Erhalt man mit

1 /1—
+y +4x

fur die Oberflache
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