Splineinter polation

»Spline* bezeichnet im angelsachsischen Sprachraanm Schiffsbau verwendetes
biegsames Lineal, mit dem man die Kontur einesfschimpfs in Langsrichtung an Hand
von fixierten Punkten — den Spanten — festlegtéaméhterpretation als optimaler Slalom).

Die Funktion f, die das Interpolationsproblem intehvall [Xo,xn] I6st ist durch die folgenden
Bedingungen festgelegt:

f stimmt auf jedem Teilintervall [xxi+1"0< i < n -1 mit einem kubischen Polynom uberein,
d.h. es qilt:

@) f(x)= A(x=x)°+B(x=x)*+C,(x=x)+D, mitx O [xi, Xi+1]

f ist zweimal stetig differenzierbar und genigt delgenden Interpolationsbedingungen

(D) f(x)=y,

f erfullt die folgenden Randbedingungen

(5) (%)= f"(x,)=0

Im Folgenden wird gezeigt, dass die Berechnund<deffizienten auf ein tridiagonales

Gleichungssystem fiihrt. Es kann gezeigt werders flesdiese Losung die
Gesamtkrimmung minimal ist.

Wir setzen zur Abkirzung b x+1-x 0<i<n-1

Es wird sich spéater zeigen, dass sich die Koeffieie sehr leicht aus den Stitzwertenden
Intervallbreiten hund den zweiten Ableitungef”(x,) =M, mit 0< i < n, berechnen lassen.
Zur Abkurzung schreiben wir dafiriyMomente genannt). Wegen (5) sind zwei dieser
Momente bereits bekannt.

Mit (4) ergeben sich damit die folgenden Bedingumge

f(x)=y, D =Y,
f(%1) = Vi AW +Bh +C +D =y,
f(x)=M, 2B =M,
£"(X1) =My 6Ah +2B, =My

D =y,
Bi=1 i
2

G :M_lMihi _E(Miﬂ_Mi)
h 2 6

Da die Funktion f im ganzen Intervall stetig difezierbar sein soll, missen an den inneren
Stutzstellen der linksseitige und rechtsseitigen@neert der 1. Ableitung Ubereinstimmen,
d.h. es muss gelten:
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(8) 3A—1hi2—1 +2B_h, +C_ =C

Setzt man (7) in (8) ein, so erhalt man fur i 21,..., n — 1 (Umrechnung im Anhang)

(9)£Mi—l + hi—l +hi M, +£Mi+1 — Yia 7Y _Yi T Yia
6 3 6 h h_,
Mit den ,Randmomenten” il= 0 und M = 0 ist die Berechnung voniMMy, .. Mh.1ist also
darauf zurlickgefiuhrt, ein Gleichungssystem der Falh= b zu I6sen. Dabei ist
A eine (n — 1x (n — 1)-Matrix,M der Vektor der gesuchten Momente under Vektor mit

den Komponenten

b, = Yia~Yi _Yi T Yia i=1,2,..,(n-1)

hi i—1
hhth h 5 0 0
3 6
hoohth R, 0
6 3 6
0 D 0
A=
. . 0
O hn—3 hn—3 + hn—2 hn—2
6 3 6
o M hoth
6 3

Beachte: Die symmetrische Matrix A ist diagonaldoamt. Es kann gezeigt werden, dass die
Losung eindeutig ist.
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Schiffsrumpf

Lésung mit Spline-Interpolation

X 0 1 2 3 4
Vi 0 0.5 157 24 2.6
h; 1 1 1 1
e Y= Vi  Vi= Vii 0.7 -0.5 -0.5
' h, h
Zu lésen ist die Matrixgleichung AM =B mit
e i
= — 0
306 0.7
A=|1L 2 1 fundB=| 5
6 3 6 0.5
o L2 ‘
6 3
1. 0. 0. 1.285714286
Die Gausselimination ergit| o 1. 0. -0.9428571429
0. 0. 1. -0.5142857142
Damit sind die Momente bestimmt zu
Mo =0, My = 1.285714286, M= -0.9428571429, b= -0.5142857142 und M= 0.
v: 0 05 K 24 26
MO M1 M2 M3 M4
Momente 0.00000 128571|  -094286] 051429 0.00000
4, -—01, ) 021429]  -0.37143 0.07143 0.08571
B ==, 0 064286  -0.47143]  -0.25714
C == —1;11,/1, =L =0T) 028571]  002857]  1.10000] _ 0.37143
D, =y, 0 05 17 24 26

Die Interpolationspolynome haben damit die folgen@deichungen:
0.21429 x° + 0.28571 x
~0.37143 (x — 1) + 0.64286 (x — 1)% + 0.92857 x — 0.42857
=-0.37143 % + 1.75715 x> — 1.47144 x + 0.58572
0.07143 (x —2)° — 047143 (x = 2)> + 1.1x — 0.5
0.07143 x° — 0.90001 x* + 3.84288 x — 2.95716

Intervall [0, 1]:
Intervall [1, 2]:

Intervall [2, 3]:

Intervall [3, 4]
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0.08571 (x — 3)° — 0.25714 (x — 3)% + 0.37143 x + 1.28571
0.08571 x> — 1.02853 x> + 4.22844 x — 3.34272
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Anhang

1 Vi = Vi-1
3 ' 6hi_1 (Ml Ml—l) hlz—l + 2 ' Ml—lhl—l + . hi—ll - 2 Ml—l hl—l

hi_y
_T(Mi - M;_y)
Yier =Y 1 h;

= Hh—il—EMi “hy _El(Mi+1 M;)

oder vereinfacht:

1 1 1
M;_, <—§hi—1 thig—5hiat ghi—l) +
1 1 1
Mi(3hia = zhia—5hi—2he) +
1
M4 'ghi

hl hi—l
bzw.
1 hi1+h 1 Yier = Yi Vi~ Vi1
ghi-1 Mioa + Mi%‘l’ghi "My = l+hi - lhi_ll
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