
 

Spline  09.10.2014  18:54 

7

Splineinterpolation 
 
„Spline“ bezeichnet im angelsächsischen Sprachraum ein im Schiffsbau verwendetes 
biegsames Lineal, mit dem man die Kontur eines Schiffsrumpfs in Längsrichtung an Hand 
von fixierten Punkten – den Spanten – festlegt (andere Interpretation als optimaler Slalom). 
 
 
Die Funktion f, die das Interpolationsproblem im Intervall [x0,xn] löst ist durch die folgenden 
Bedingungen festgelegt: 
 
f stimmt auf jedem Teilintervall [xi, xi+1¨0 ≤ i ≤ n –1 mit einem kubischen Polynom überein, 
d.h. es gilt: 

(4) ( ) ( ) ( ) ( ) iiiiiii DxxCxxBxxAxf +−+−+−= 23  mit x ∈ [xi, xi+1] 

f ist zweimal stetig differenzierbar und genügt den folgenden Interpolationsbedingungen 
(1) ( ) ii yxf =  

f erfüllt die folgenden Randbedingungen 
(5) ( ) ( ) 00 =′′=′′ nxfxf  

Im Folgenden wird gezeigt, dass die Berechnung der Koeffizienten auf ein tridiagonales 
Gleichungssystem führt. Es kann gezeigt werden, dass für diese Lösung die 
Gesamtkrümmung minimal ist. 
 
Wir setzen zur Abkürzung hi = xi+1 - xi   0 ≤ i ≤ n – 1 
Es wird sich später zeigen, dass sich die Koeffizienten sehr leicht aus den Stützwerten yi , den 
Intervallbreiten hi und den zweiten Ableitungen ( ) ii Mxf =′′  mit 0 ≤ i ≤ n, berechnen lassen. 

Zur Abkürzung schreiben wir dafür Mi (Momente genannt). Wegen (5) sind zwei dieser 
Momente bereits bekannt.  
 
Mit (4) ergeben sich damit die folgenden Bedingungen 
 

( ) ii yxf =   ii yD =  

( ) 11 ++ = ii yxf  1
23

+=+++ iiiiiii yDChBhA  

( ) ii Mxf =′′             iB2    iM=  

( ) 11 ++ =′′ ii Mxf  iii BhA 26 +    1+= iM  

 
Die Auflösung dieses Gleichungssystems ergibt: 
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Da die Funktion f im ganzen Intervall stetig differenzierbar sein soll, müssen an den inneren 
Stützstellen der linksseitige und rechtsseitige Grenzwert der 1. Ableitung übereinstimmen, 
d.h. es muss gelten: 
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(8) iiiiii CChBhA =++ −−−−− 111

2
11 23  

 
Setzt man (7) in (8) ein, so erhält man für i = 1, 2, ...., n – 1 (Umrechnung im Anhang) 
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Mit den „Randmomenten“ M0 = 0 und Mn = 0 ist die Berechnung von M1, M2, .. Mn-1 ist also 
darauf zurückgeführt, ein Gleichungssystem der Form AM = b zu lösen. Dabei ist  
A eine (n – 1) × (n – 1)-Matrix, M der Vektor der gesuchten Momente und b der Vektor mit 
den Komponenten 
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Beachte: Die symmetrische Matrix A ist diagonaldominant. Es kann gezeigt werden, dass die 
Lösung eindeutig ist. 
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Zu lösen ist die Matrixgleichung  AM = B   mit  

A =  und B =  

Die Gausselimination ergibt:  

Damit sind die Momente bestimmt zu 
M0 = 0, M1 = 1.285714286, M2 = -0.9428571429, M3 = -0.5142857142 und M4 = 0. 
 

 
 
Die Interpolationspolynome haben damit die folgenden Gleichungen: 
Intervall [0, 1]:   
Intervall [1, 2]:  
   =  
Intervall [2, 3]:  
     
Intervall [3, 4]   
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Anhang: 

3 ∙ 1
6���� 	
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���� ∙ ���� � 2 ∙ 12 ∙ 
������� � �� � �������� � 12
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� ����6 	
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�� � 12
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��� �
�� 
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