Potenzreihen

1. Einleitung

In diesem Kapitel geht es um die Darstellung vonkionen durch unendliche Reihen,
sogenannte Potenzreihen (Taylorreihen, McLaurii&®i. Bricht man die Reihe nach
endlich vielen Summanden ab, so erhalt man

Néaherungswerte flr Konstanten wie z.Breoder

Naherungen fir Funktionswerte wie z.B. sin(15°) loder

Néherungsformeln fur die Verdopplungszeliei einem exponentiellem Wachstum von p %

namlichr =E ?
p

R . ... 1-cosx
Ausserdem kdnnen Grenzwerte wie zllBg
X -

>— bestimmt werden.
X

Zunachst werden im folgenden Abschnitt die Begiiftégen und Reihen repetiert.

2. Zahlenfolgen und Reihen

EinflUhrende Beispiele:
a)
Addiert man die ersten n Glieder der geometrisdfage a, = a,q0"™ so erhalt man die

zugehdrige Reihe (Teilsummenfolge, Partialsummeeod, = kzn:aiq"‘l =a 11__qq gzl
Far |q| <1 konvergiert die nichtabbrechende geometrischeeR;;iih dem Summenwert
Im Fall a, =30{2)“" erhalt mans= 1:%1 =4

4

b)
Addiert man die n ersten Glieder der (nicht geoisetien) Folgea, =m S0 erhalt

. . . 4 1 n n+1-1 1
man die zugehdrige Reile = = = =1-
genong % kZ:;‘kEﬂk+1) n+l n+1 n+1

n- o n- oo

(Beweis durch vollstandige Induktion) mit dem Grepet s=1lim s, = Iim(l—niﬂj =1
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Die Zahl s heisst bekanntlich Grenzwert der Folgevenn die Folgenglieder der Zahl s
schliesslich beliebig nahe kommen bzw.

Definition:

Die Zahl sl0 R heisst Grenzwert (Limes) der Folgg),(svenn es zu jeder (noch so
kleinen) Zahlk > 0 eine vore abhangige naturliche Zahl &(gibt, sodass gilt:

|s, —g < ¢ fur alle n > N¢)

Allgemein:
Unter einer unendlichen Reihe versteht man forneafalgende Summe

atatat.tat..=) a
k=1

Die Summe sder ersten n Glieder der Zahlenfolgéhaisst Partialsummenfolge der
unendlichen Reihe. Um die Konvergenz der unendtidReihe abzuklaren, untersucht
man die zugehorige Partialsummenfolge. Eine unehnellReihe heisst konvergent,
wenn die Partialsummenfolge @nen Grenzwert hat, andernfalls divergent.
Existiert der Grenzwert der Partialsummenfolge a@igdt dieser "Summenwert" der
unendlichen Reihe.

Beispiele:

Die harmonische Reihe ist (bestimmt) divergent

Die Summe der nattrlichen Zahlen ist divergent
Die geometrische Reihe ist konvergent |t|',|u<1 und hat den Summenwesrtzli
-q
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