2. Eigenschaften des Vektor produkts

1. axb ist ein gemeinsamer Normalenvektor vérund b d.h. fiir das Skalarprodukt gilt:
(axb)[E =0 und (axb) b =0.

2. Der absolute Betrag des Vektorprodukts ist yleier Masszahl des von den Vektoren
a undb aufgespannten Parallelogramms. (Beweis durch @bergu den Komponenten).

|axb| =|a|fo| sing

3.4, b undaxb bilden in dieser Reihenfolge ein Rechtssystem (@,Hb und axb sind
in dieser Reihenfolge gleich orientiert wieudgen, Zeigefinger und Mittelfinger der
rechten Hand (so genannte Korkzieherregel).

Aufgabe zu 1.:

1 3
Bestimme einen Vektox mit |>?| =7, der auf den Vektorea =| 2| undb =| 2 | senkrecht
0 -6
steht.
-12 -12 -6
axb=| 6 | mit \axB\:m Lc‘jsung:x:ill4 6 |=t| 3
-4 -4 -2

Die Eigenschaften 2. und 3. sind vor allem in deydik hilfreich (Drehmoment,
Lorentzkraft)

Zur Vorbereitung des Beweises von 2:
2

6
Gegebena=| 1|, b=| 0
2 -1
Gesucht:
a) der Zwischenwinke} der Vektoren & undb
b) axb undOaxb O
c) den Inhalt | des von den Vektorénund b
aufgespannten Parallelogramms

alb _6@2+21 14

a) Cosy = — = = =12.1°
VOVl Vs vaiss

1
b) axb=| -2 \axB{:s

-2

c) I =[ah=|q [lB‘ $iny =3 in Ubereinstimmung mit b)
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Beweis von 2:

. o2 L2 AP - , .
H|Ifssatz:‘a><b‘ =a E.b‘ - (ab) . Schwarz’sche Ungleichung
Beweis durch Ubergang zu den Komponenten oder

al bl
Uberpriifung im Spezialfali=| 0| und b= b,
0 0

Aus dem Hilfssatz folgt:
laxb| =|a* | - (@mb)” =|a’ tb| -[al” | o< ¢ =[d* tb| (1-cos ¢) =[d* | sin’¢.

Wegen (x ¢ < 180° folgt daraus die die Behauptung ‘éx H = |”¢E'ﬂ#>[$in¢ .

Zu 3.
Wir wéhlen ein neues Koordinatensystem so, dass

die x-Achse die Richtung voa hat undb in der

xy-Ebene liegt. Die Komponenten va@nbzw. b
haben dann die Form:

aXb

a (b
a={ 0| mita>0undb=|b, | mith >0.
0 0
Far ihr Vektorprodukt gilt: y °
0
axb=| 0
ab,

d.h. der Vektoraxb hat die Richtung der positiven x-Achse, die Ve&tod, b und axb
bilden in dieser Reihenfolge ein Rechtssystem.

Fur das Vektorprodukt gelten ausserdem die folgeri@iesetze:
a).bxa=-axb  das Vektorprodukt ist antikommutativ
b) éX(6+é) —axb+axc

24) (2 1 (2
¢) (km@)xb=k{axb) 2.B.:| 48|x| 3|= 24| 2|x| 3
48) | 6 2) | 6

d) axa=0
e) Sinda undb linear abhangig (kollinear), dann gilixb =0

Uebungsaufgabe:
Zeige: Bildet man aus drei beliebigen Vekto@nb , ¢ das Vektorprodukti = ax (b xc),

dann liegtd in der vonb und ¢ aufgespannten Ebene.
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Hinweis:

Vektoren mit ganzzahliger Lange d:

1 2 4 1 6 2
d=3: |2| d=7: 3| d=9:|4|und|4| d=11:/6|und| 6
2 6 7 8 7 9

Basissysteme mit ganzzahliger Lange d

Wahlt man fuarr=1, 2, 3,4, .. s=r + 1 und t # 1) dann bilden die folgenden Vektoren
eine Basis des dreidimensionalen Raumes R

r t -S
g=1 S s =1 r 5= t
a7 Al %7y

t -s -r
Beispiel:r=1

1 ! 1 2 1 N
e==—|2 e="|1 e==—| 2
4 3 4 3 4 3

2 -2 -1
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