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8 Ortsaufgaben:
8.1: Mittelnormalebene

Die Punkte des Raumes, die von zwei gegebenen &uaktind B gleichen Abstand haben,

liegen in einer Ebene mit dem Normalenveke® , die durch den Mittelpunkt Z der Strecke
AB geht. Diese Ebene heisst Mittelnormalebene tiexckse AB (als Gegenstiick zur
Mittelsenkrechten in der Grundebene).

Aufgabe:
Von einer Kugel mit Mittelpunkt M auf der y-Achserint man die Punkte A(1, 2, 3) und
B(3, 6, -5

Der Kugelmittelpunkt M liegt in der Mittelnormalehep der Strecke AB.
Koordinaten des Mittelpunkts Z der Strecke AB:

2
z=1a+b)=| 4 Z(2, 4, -1)
-1
Normalenvektor dej:
2 1 1
AB=| 4 |=2[) 2 A=| 2
-8 -4 -4
Ansatzp: x +2y—4z+ d=0 Z(2,4,-I)pergibtd=-14

M:X+2y—4z-14=0
Da M auf der y-Achse liegt giltwegenx=z=0 -214=0
Gesuchter Mittelpunkt M(0, 7, 0)

1
Kugelradiusr :‘m‘ = -5|=+/35
3
Lésungsvariante:
Der gesuchte Kugelmittelpunkt M(0, y, 0) erfulledsedingung:
—2 — 2
‘AM :‘BM
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Ubungsaufgaben:

a)

Vom gleichschenkligen Dreieck ABC kennt man dieiB#€-6, 9, 5) B(2, 1, 1). Die Ecke C
liegt auf der Geraden g durch die Punkte P(-31Blund Q(7, 6, 3).

LOsung:

C liegt in der Mittelnormaleben von AB und auf deraden g:
M:2X-2y—z+17=0 C(3,8,7)

b)

Bestimme den Mittelpunkt M und den Radius r einag&l, welche durch den Punkt
P(7, 3, 9) geht und die Ebeaie2x - y - 2z + 25 = 0 im Punkt Q(-3, S)erihrt.

Tip:

M liegt

* in der Mittelnormalebene von P und Q
» auf dem Lot zig durch Q

Losung: M(3,2,1) r=9
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8.2: Winkelhalbierende Ebenen, Mittelparallelebene

Wir betrachten zwei sich schneidende Ebenen
g0 0 -d, =0und¢,:A, T -d, =0 mit 0 W\
i =g =1

und fragen nach der Menge der Punkte Q des

Raumes, die von den beiden Ebenen gleichen
Abstand haben.

Nach der Hesse’schen Abstandsformel bedeutet
dies, dass fur den Ortsvektorvon Q gilt:

|, O —d,| =|fi, T —d,|

Die Gleichheit der Betrage bedeutet, dass die Tegleieh oder entgegengesetzt gleich sind
nr—-d=n,r-d, oder
nr-d=-(n,r-d,) bzw. kurz:

(R, £n,)F =d, +d,

d.h. die gesuchten Punkte liegen in zwei Ebenansdgenannten winkelhalbierenden
Ebenen vorg: undeo. Man erhélt ihre Gleichungen, indem man die Glengen der
gegebenen Ebenen addiert bzw. subtrahiert (soferpeiden Normalenvektoren
Einheitsvektoren sind).

lllustration an einem Beispiel:
€1:X-2y+22-3=0
€:X+4y-82+5=0
X—2y+2z-3 _ . X+4y-8z+5
3 - 9
Wi X-5y+7z2-7=0bzwuy: 2x-y-2z-2=0.

Beachte:
Die beiden Ebenen stehen senkrecht aufeinandar; den

(M +0,) [, —1,) =i, -1y =0

1 2
Kontrolle: | =5 |1-1|=0
7 -1

Bem.:
Die winkelhalbierenden Ebenen sind das Gegenstiicken Winkelhalbierenden zweier
Geraden in der Grundebene.
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Die analoge Uberlegung fiir zwei parallele Ebendmtféuf die sogenannte
Mittelparallelebene.

B:
€1:3Xx-2y+62-19=0
€:3Xx-2y+62+9=0

Die Ortsbedingung fur die Mittelparallelebene:
3Xx-2y+62-19=-(3x-2y+62+9)

fuhrt auf die Gleichung der Mittelparallelebene:-2y + 6z - 5 = 0.

Aufgabe:

Bestimme den Mittelpunkt M und den Radius einer &udgmit den folgenden Eigenschaften:
* k berlihrt die xy-Ebene

* k berthrt die Ebene x + 2y + 2z -30 = 0 im Punkt T(2, 4, 10).

Der Mittelpunkt liegt in den beiden winkelhalbiedam Ebenen mit den Gleichungen:
_X+2y+2z-30
+z=
3
w:X+2y- z-30=0 wp:X+2y+52-30=0
und auf dem Lot in T auft:

Das Lot | schneidet die winkelhalbierenden Ebemetiein beiden gesuchten Mittelpunkten
1. Losung: M(0, 0, 6) und1=6
2. Losung: M(12, 24, 30) undr= 30.

Variante des Lésungswegs:

Fur die z-Koordinate eines Punktes auf dem Loltl gi= 10 + 2t

Der Kugelradius r bzw. dessen Quadfékann auf zwei Arten berechnet werden:
Da k die xy-Ebene berihrt, ist

Z2=(10+2Y) (2)

Von T aus erreicht man den gesuchten Mittelpunit¢im man eine Strecke der Lange r
abtragt. Fur den Abstand des Punktes M von T gittidl

@t)?=a*= 10+ 2y (2)

Gleichsetzen von (1) und (2) ergibt:

3t = 10+2t oder -3t = 10+2t oder also t1 = 10 biZx= -2 mit den bereits bekannten
LOosungen.

Die folgenden mit (*) bezeichneten Aufgaben sindast aufwéndiger:
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Aufgabe (*):
Eine Pyramide hat die Grundflache A(-12, 0, -2)B(12, -2) C(0, 12, —2) und die Spitze
S(-4, 4, 6). Berechne die Koordinaten des Zentrunisden Radius der Inkugel.

Vorbemerkung:
Bei der Bestimmung des Abstands nach Hesse istachiten, dass sich - je nach Lage des
Punktes in den zwei HalbrAumen - der Abstand nsttpem oder negativem Vorzeichen

ergibt.

Ebene ABC: z+2=0 S liegt auf der "positivenit&eer Ebene
Ebene ABS x+2y-2z+8=0 C liegt auf der "pesen" Seite der Ebene
"innere" winkelhalbierende Ebene:

3z+6=x+2y—2z+ 8 bzw. X+2y-52+2=0

Ebene ABC: z+2=0
Ebene ACS: 2x-2y-z+22=0
"iInnere" winkelhalbierende Ebene: X-y—2z+8=

Ebene ABC: z+2=0

Ebene BCS: 2x+y+2z-8=0

"iInnere" winkelhalbierende Ebene: 2Xx+y+5z-Q@ =
A liegt auf der ,negativen” Seite von BCS.

Die Schnittgerade der beiden ersten winkelhalboarEbenen

0 3

s:r=|4|+t1]| schneidet die dritte winkelhalbierende Ebene imkPi(-3/3/1)
2 1

Ergebnis:

Mittelpunkt der Inkugel M(-3, 3, 1) Radius r = 3albstand des Mittelpunkts M
von der Ebene ABC.

Ubungsaufgabe:

Gegeben ist die abgebildete Pyramide ABCD.
Gesucht sind Mittelpunkt und Radius ihrer
Inkugel. o
LOsung:
Gleichung der Ebene ABD: . oo
T.X+2y+2z2-16=0 v
Da die Kugel die drei Koordinatenebenen berthrt,
haben die Koordinaten des Kugelmittelpunkts die
spezielle Form M(r, r, r).

Der Abstand von M za muss mit r
Ubereinstimmen:

A16,0,0)

r=-1 tar J;Zr — 16mit der Lésung
M(2,2,2),r=2

Bem.:
Das Minuszeichen ergibt sich, da M auf der negatiSeite vor liegt.
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