Analytische Geometrie des Raumes

Als Begriunder der analytischen Geometrie gilt RBaécartes (Discours de la méthode).
Seine grundliegende Idee bestand darin, geometriSelbilde (Gerade, Kreis, Ellipse
Parabel, Hyperbel, usw.) beziglich eines rechtwgeki Koordinatensystems durch
Gleichungen zu beschreiben.

1. Repetition der Vektorrechnung

Vl
Die Komponenten eines Vektovs=| v, | kbnnen als Relativkoordinaten des Endpunkts

V3
bezlglich des Anfangspunkts aufgefasst werden. Aird/ektor im Ursprung abgetragen, so
spricht man von einem Ortsvektor. Die Komponeniaer®Ortsvektors stimmen mit den

Koordinaten des Endpunkts Uberein.
Im folgenden werden immer wieder gebraucht:

(1) Absoluter Betragv| eines Vektorsi : V] =V +V5 +V3

(2) Verbindungsvektors zweier Punké8  AB=b-a
"Endpunkt minus Anfangspunkt"

(3) Mittelpunkt M einer Strecke: rﬁ:%Eﬂé+6)

"halber Diagonalenvektor eines
Parallelogramms”
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2. Darstellung der Geraden in der Grundebene
2.1 Koordinatengleichung

Eine Gerade der Grundebene, die nicht zur y-Achsallpl ist, kann bekanntlich durch eine
Gleichung der Form y = mx + q dargestellt werdedpligite Form der Geradengleichung).

m=tana :% heisst Steigung der GeradenSteigungswinkel, g y-Achsenabschnitt

Bem.
m beschreibt die Anderung von y, wenn x um 1 wadbsm < 0 so fallt die Gerade,
fur m > O steigt sie. Bei Parallelen zur x-Achdens= 0

B:
Koordinatengleichung der Geraden durch die Punki&,2) B(1,3):

(1) Ansatzy=mx + q

3-2 _1 :
1-(-1) 2 4 .

Der y-Achsenabschnit = 2 ergibt sich, i

indem man die Koordinaten von A oder B s g
in die Geradengleichung einsetzt.

Gesuchte Gleichung=%x+—2 /

Steigung m=
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2.2 Parametergleichung der Geraden

Eine Gerade kann aber auch vektoriell durch eigersannte Parametergleichung der
Geraden beschrieben werden

5

Ist eine Gerade g durch die beiden Punkte
A und B festgelegt, dann gilt fur jeden .

Geradenpunkt PAP ist ein geeignetes
Vielfaches des Richtungsvektors :

G=ABd.h.
AP =t mit tOR

FuUr den Ortsvektor zu einem
beliebigenGeradenpunkt P gilt damit:

°
o
w
~

B \‘,’1

r=a+tlu Parametergleichung der Geraden

: Ortsvektor zu einem beliebigen Geradenpunkt P
. Ortsvektor zu einem gegebenen Geradenpunkt A
. Richtungsvektor der Geraden z.B= AB

Parameter, der aussagt, ,wie oft" der Richawsdktor von A aus abzutragen ist, um nach P
zu gelangen.

T o o

Parametergleichung der Geraden durch die PunktdA(B(1/3):
X -1 2 X=-1+2
@r=(j)=()d]
y 2 1 y=2+t

Die Parametergleichung beschreibt die Bewegungéassenpunktes, der zur Zeitt =0 im
Punkt A startet und sich gleichférmig mit der Gesicidigkeit G bewegt.

a)

Wo befindet sich der Punkt zur Zeit t = 5? P(9,7)
b)

Zu welcher Zeit erreicht der Punkt die x-Achse?
y=0flrt=-2 und damitx =-5 P(-5,0)

Nach welcher Zeit hat der Massenpunkt eine Strdeke.anged = J45 zurlickgelegt?
Da der Richtungsvektor (d.h. Geschwindigkeitsvekien absoluten Betr4g| =/5 hat, gilt:

[t| =3 d.h. in 3 Zeiteinheiten legt der Massenpunkt &trecke der Lange =45 zuriick.
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Eliminiert man in (2) den Parameter t, so erhalhreaneut die Koordinatengleichung (1)
x=-1+2t
y= 2+t |{-2) addiert

Xx-2y+5=0(3) odery:%x+—2

Allg:
Multipliziert man die beiden Komponenten der Par@rgdeichung mit geeigneten Faktoren
(2) x=a+tu W #0

y=a+tw [(u) #0

so erhélt man nach Addition der beiden Gleichungen
U2X - Loy = a2 - @U1 bzw. ux - wy - auz+ au1 =0 *)
also eine Gleichung der Form

(4) ax + by + c=0. Diese Gleichung heissplizite Form der Geradengleichung

Bem.
Es diirfen nicht beide Koeffizienten a und b glécein d.h. es muss +b” # 0 sein.

Fasst man die Koeffizienten von x bzw. y als Konmgraen eines Vektors auf, so gilt:

Satz:
Jede Gerade in der Grundebene kann durch eineh@tejader Form ax + by +¢c =0

a) . . .
dargestellt werdemni :(bj ist ein Normalenvektor der Geraden.

Beweis:
Liegen R(x1/y1) und B(x2/y2) auf der Geraden g dann gilt:

ax+by+c=0
ax+by+c=0

Die Differenz der beiden Gleichungen ergilifxa- x1) + bi{ly> -y1) = O oder als Skalarprodukt
aufgefasstrilRP, = 0.

Die Aussage ergibt sich ebenfalls aus der Gleichugpr aus den Koeffizienten von x und y
u2

u
gebildete Vektor( j und jedes Vielfache davon steht auf dem Richtuaeig:w(_2 j der
1

U, u

geraden senkrecht.

Bem.
oo (1
Im Beispiel istn :( 2)

Istin (4) b =0, so stellt (4) eine Parallele yt&kchse dar. Andernfalls kann man die
Gleichung nach y auflésen und erhalt:
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y= _BX_% d.h eine Gerade mit der Gleichungy = mx + q

m= —% heisst Steigungg = —g y-Achsenabschnitt.

2.3 Zwischenwinkel zweler Geraden

Gegeben sind zwei Geradenumnd g mit den Steigungen nbzw. mp. Bekanntlich gilt dann
fur die Steigungswinkeap1 bzw. ¢> :

my = tand1 bzw. m = tang> :

Gesucht ist der Winkdl, um den mangm positiven Sinn drehen muss, bisngit ¢
zusammenfallt.

Fur diesen Winkel gilt entweder

b1+¢ =62 odier+ ¢ = ¢, +180°
alsod =¢2 -1 ¢ =¢2-¢1+180°
7Y
I
A
2 ““"\.L\(%“:{f
-
_— 7/; i;“_\;ﬁ;‘_,
A
/|

Wegen der Periodizitat von 180° des Tangens gleiden Fallen:
tang, — tanp, _ m,—-m,

tang = tar(¢, - ¢,) = 1+ tang, targ, B mm,

51.:2x-3y+620 y 32X+ 2 m =23

Qo X+2y+4=0 y=Yx-2 m =
tan¢:1__%;é =-1 $=180- 60.3= 119

Spezialfall:

Wenn mlin, = -1 gilt stehen gund @ senkrecht aufeinander.

Bem:
Der Zwischenwinkel kann auch mit dem Skalarprocu&tWinkel zwischen den

1 1
Richtungsvektoreni, = (mj und U, = (mzj bestimmt werden:

pargl_1.doc 09.11.2013/ul



2.4 Beispiele

Aufgabe:
Zwei Schiffe A und B fahren auf geradlinigen Kurseit konstanten Geschwindigkeiten
aufeinander zu. Wann kommen sie sich am nachsten?

B
Zur Zeit t = 0 befinden sich die beiden Schiffedif®,0) bzw. B(0,5)

3 2
Geschwindigkeiterv, = (J bzw. Vg = (_]j

Nach t Zeiteinheiten befinden sich die beiden

Schiffe bei 5
S 3 (0 2 \ =0
r, =t bzw., =| |+t

1 5 -1
Fur den Verbindungsvektor der beiden
Schiffe gilt: st=2)

(-t 3
" =Ta = oy Z

Der Abstand wird minimal, wenn der
absolute Betrag des Verbindungsvektors bzw.
dessen Quadrat minimal ist. ae=0)

-1 0 1 2 3 4 5 6 7

At=2)

Dieses Abstandsquadrat

D)=+ (5-2tF=5(t-2¥+5

wird fur t = 2 minimal. Zu diesem Zeitpunkt befindgich die Korper in den Punkten A(6,2)
bzw. B(4,3).

Wegen D(2) = 5 ist der minimale Abstar .
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Eine geometrische L6sung dieses Problems:

Idee:
Betrachte die Bewegung des Schiffes B von A aus:

WegenPQ=b +ti—(d+t¥)=b-a+t{u-V) befindet sich B - vom Schiff A aus
gesehen - am Od+PQ=b+t EQU—\?)d.h. B bewegt sich scheinbar auf einer Geraden g'

durch B mit der Differenzgeschwindigkeit—v
Zur Lésung fallt man das Lot von A auf g' und etsiitP auf g und Q auf g so, dass

AQ'=FQ.
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