6. Arithmetische Folgen héherer Ordnung

AF 1. Ordnung 1 4 7 10 13

Differenzenfolge 3 3 3 3

AF 2. Ordnung 1 4 9 16 25 36 49 64
1. Differenzenfolge 3 5 7 9 11 13 15

2. Differenzenfolge 2 2 2 2 2 2
Beispiel:

In der abgebildeten unvollstandigen Pyramide aus Tennisbéllen mit quadratischen Schichten
hat es insgesamt 112 + 102 4+ 92 + 82 + 72 + 62 + 52 + 42 + 32 + 22 + 12 = 506 Bille.

Bei einer AF 2. Ordnung ist das n-te Glied a,, eine quadratische Funktion von n, die Summe
der n ersten Glieder ist eine kubische Funktion von n.

Es gilt:
n
S=Zi2=%-n+%-n2+%-n3=%-n-(n+1)-(2n+1)

i=1
Ein Beweis ergibt sich spater im Abschnitt —Vollstindige Induktion
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Mit der Annahme, dass die Summenformel eine kubische Funktion von n ist, kénnen die
Koeffizienten mit dem Ansatz

s, =an3+bn?+cn

aus den Bedingungens; =1, s, =5und s; = 14 bestimmt werden.

Das Gleichungssystem
a +b +4+c =1
8a +4b +2c=5

27a +9b +3c= 14
hat die Losungena =< b =3 c¢=

[ NN

Eine Herleitung ist auch auf dem folgenden Weg mdglich:

Nach dem Binomischen Lehrsatz gilt:

(1+a)¥=1+3-a +3-a%+ad
a=1 22 =1+3-1 +3-12+1°
a=2 33 =1+3:-2 +3-22+28
a=3 43 =1+4+3-3 +3-32+33
a=n (1+n)*=1+4+3'n +3-n%+nd

Beide Seiten werden spaltenweise summiert. Die dritten Potenzen heben sich auf mit
Ausnahme von (1 + n)? auf der linken und 1° auf der rechten Seite.

(1+n)3 =n+3-%-n-(n+1)+3-s+ 1
Lost man diese Gleichung nach s auf, so ergibt sich

S:%-n+%-n2+%-n3=%-n-(n+1)-(2n+1)

Mit derselben Idee kdnnen die Summenformeln fiir 3. Potenzen (Polynom 4. Grades), bzw.
4. Potenzen,..., k-te Potenzen hergeleitet werden.
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