9. Fraktale

Bei der Betrachtung der Kustenlinie einer Insel, stdsst man auf das folgende Problem:

Je genauer man die Kuste zeichnet, desto langer wird sie. Entsprechende Probleme ergeben
sich bei der Darstellung der Oberflache einer Wolke, eines Schwamms oder der Lunge.
Fraktale sind eine mathematische Idealisierung dieses Ph&nomens.

Kennzeichnend fur Fraktale sind der rekursive Aufbau und die beiden folgenden
Eigenschaften:

1. Selbst&hnlichkeit: In jedem Teil finden wir die Form des Ganzen wieder.

2. Es treten keine glatten Begrenzungen auf.

In den beiden Abbildungen eines Farns bzw. eines Romanesco ist die fraktale Struktur zu
erkennen.

Als Anwendungen seien erwahnt:

Fur Computerspiele kénnen mit Fraktalen realitatsnahe
Landschaften erstellt werden. Fraktalantennen ermdglichen
es, verschiedene Frequenzbereiche zu empfangen. Die
abgebildete Handyantenne hat Ahnlichkeit mit dem unten
abgebildeten Sierpinski-Teppich,
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Beispiele von Fraktalen:

9.1 Das Kochquadrat:

G, G,

Jeder Seite eines Quadrats mit der Seitenlange 1 wird ein Quadrat so angesetzt, dass die neue
Figur lauter gleich lange Seiten hat. Dieser Ansetzungsprozess wird fortgesetzt.

Aufgabe:
Berechnen Sie den Umfang und den Flacheninhalt der n-ten Figur und gegebenenfalls den
Grenzwert fiir n gegen unendlich.

Bei jedem Schritt wird die Anzahl der Quadrate ver-5-facht, die Quadratseite mit § und der

Quadratinhalt mitg multipliziert.

Fur den Umfang U,, der n-ten Figur gilt:

5 n
U =4+ (3)
Der Umfang wird schliesslich grosser als jede noch so grosse Zahl d.h. limU , =

n—oo

Fur den Flacheninhalt der n—ten Figur gilt:

Ay =1 A=RrlsA A5 r4A ()
In der Klammer steht eine geometrische Reihe mit q =
Als Inhalt der Grenzfigur ergibt sich wie vermutet

A-(3)2)

vt

©o|s

olu +

A=limA = A +4—1 —2A =2

N—o0 1_%

Bemerkung:
Die Mittenquadrate bilden einen Turm mit der Hohe

hz(l+i+i+...j:i

Die vier "Turmspitzen™ bilden also ein Quadrat mit
der Seitenlange V2, das dem Startquadrat mit der

Kantenldnge 1 umbeschrieben ist. Als Flacheninhalt
des Grenzquadrats ergibt sich erneut 2.
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9.2 Schneeflockenkurve (nach Helge von Koch 1870-1924)

Auch bei diesem Beispiel schliesst eine ebene Kurve mit unendlicher Lénge eine Flache von
endlichem Inhalt ein.

Die Kurve C, entsteht aus einem gleichseitigen Dreieck. Jede Seite des Dreiecks wird in drei
gleichlange Strecken geteilt, Uber der mittleren Strecke wird jeweils ein gleichseitiges Dreieck
errichtet und diese mittlere Strecke dann weggelassen. Mit der neuen Figur verfahrt man
ebenso. Man denkt sich den Prozess unbegrenzt fortgesetzt.

Wir bezeichnen mit

a, Anzahl der Seiten von C,,
Up Umfang von C,
A, den Flacheninhalt innerhalb von C,, ;

Es gelten die folgenden
Rekursions- bzw. expliziten Formeln:

Aus jeder Strecke entstehen 4 neue Strecken 5,
a, =3 Any1 = 4ay a, =3-4" >/\ 5 ( /\< AN (zn"({g

Jede der 4 neuen Kanten hat einen Drittel der Lange 3 Q ¢

der vorhergehenden i {%3

4 M1
UTl+1 = EUTL UTl = (E) ' Ul V vvv

Die Grenzkurve ist folglich unendlich lang.

Zur Berechnung des Flacheninhalts untersuchen wir den Flachenzuwachs.
Beim Ubergang von C; nach C, besteht dieser Flachenzuwachs aus den drei kleinen

Dreiecken, die an das Ausgangsdreieck angefligt werden. Sie besitzen %des Flacheninhalts
des grossen Dreiecks. Damit gilt:
A, =(@1+3-1)-A =A +1-A wobei das Ausgangsdreieck den Inhalt A =1+/3 hat.

Beim Ubergang von C,, nach C,., fiir n >2 vervierfacht sich die Anzahl der Dreiecke, ihr
Inhalt wird mit% multipliziert. Der Flachenzuwachs bildet also eine geometrische Folge mit

dem Anfangsglied A = %\/5 und dem Quotienten g = g.

Fur den Flachen Inhalt nach n Schritten gilt:

A=A AR+ 83 @ 3 ()7)

Fur die Summe der nichtabbrechenden geometrischen Reihe folgt daraus:

1
A=A+IA T = AT AS=EA
9
Die Schneeflockenkurve mit unendlichem Umfang umschliesst also einen endlichen
Flacheninhalt, ndmlich das g-fache von der Grosse des Ausgangsdreiecks.
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Quelle: ac
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Ubungsaufgabe:
Ein gleichschenkliges Dreieck wird durch die drei 0 (Initiator) 2
Mittelparallelen in vier kongruente Dreiecke
unterteilt. In der Figur ist das Mittendreieck weiss
dargestellt. Diese Figur wird mit F; bezeichnet.
Dieses erste weiss gefarbte Mittendreieck habe den
Inhalt 1. In den verbleibenden dunkel geféarbten
Dreiecken wird im néchsten Schritt das Mitten- 1 (Generator) 6
dreieck ebenfalls weiss dargestellt. Auf diese Weise
entsteht die Figur F,. Dieser Prozess wird beliebig
wiederholt. Berechnen Sie den Inhalt der weiss
gefarbten Figur F, und allenfalls den Grenzwert fiir n
gegen unendlich.

LOsung:

F=1 F,=1+3 F=1+3+2 Fn=4'(1‘(§)n)
lim F, =4

n—-oo
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9.3 Der Menger-Schwamm

Man zerlegt einen Wiirfel mit der Kantenldnge 1 in 27 kongruente Wirfel und entfernt
anschliessend diejenigen der kleineren Wurfel, welche in den Flachenmitten des grossen
Warfels liegen, sowie den im Zentrum liegenden Wiirfel. Der entstandene Korper S; hat
somit das VVolumen von 20 der kleineren Wurfel. Setzt man diesen Prozess beliebig fort,
entsteht im Grenzfall der Mengerschwamm.Welches Volumen 1}, hat der Korper S,,?

e
27

vgl. http://de.wikipedia.org/wiki/Menger-Schwamm

Bemerkung:
Die Figurenfolge auf einer Seitenflache heisst Sierpinski-Teppich
Die Quadrate der Seitenflachen werden als die Locher im Teppich interpretiert. Der Inhalt des

n
n-ten Teppichs ist 4,, = (g) . Der Inhalt der Grenzflache ist somit 0.

Ein besonders schdnes Beispiel flr ein Fraktal ist das sogenannte

Apfelmannchen bzw. die Mandelbrotmenge M (— Komplexe Zahlen), benannt nach dem
1924 geborenen Mathematikprofessor Benoit Mandelbrot.

M besteht aus unendlich vielen gleichartigen, selbstdhnlichen Teilen. Ein solcher Teil besteht
aus einer Herzkurve (Kardioide), an der unendlich viele Kreise angehangt sind. Zu M gehéren
ferner linienformige ,,Antennen* und ,,Faden®, welche diese Teile verbinden. Wihrend das
Innere der Herzkurve und der Kreise vollig ausgefullt ist, besteht der Rand aus unbegrenzt
vielen, dusserst reichhaltigen Formen.

http://
de.wikipedia.org/Wiki/Mandelbrot-Menge
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Exkurs: Peanokurven

In einem Quadrat wird die Diagonale durch den Streckenzug ersetzt, der aus den gezeichneten
9 Teilstrecken besteht. Jede Teilstrecke ist ein Drittel so lang wie die ursprungliche Strecke.
Im néchsten Schritt wird jede Teilstrecke erneut durch den neunteiligen Streckenzug ersetzt,
wobei die Teilstrecken einen Drittel der bisherigen Teilstrecke betragen, .... Wird der Prozess
beliebig fortgesetzt, so kann gezeigt werden, dass schliesslich das ganze Quadrat Uiberdeckt
wird, Nach dem italienischen Mathematiker Guiseppe Peano (1858 — 1932) werden diese
flachendeckenden Kurven Peano-Kurven genannt.
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