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12. Die harmonische Reihe  
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Um die Frage zu klären, ob die harmonische Reihe konvergent ist, schätzen wir spezielle 

Teilsummen ab. 

 

Bemerkung: 

Die Reihe heisst harmonisch, weil jedes ihrer Glieder das harmonische Mittel der beiden 

Nachbarglieder ist: 
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Die Teilsummen werden also schliesslich grösser als jede noch so grosse Zahl. Die 

harmonische Reihe ist damit als divergent erkannt. 
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Die folgende Tabelle zeigt das langsame Wachstum der Summen. 

𝑛 𝑎𝑛 

10 2.93 

100 5.187 

1'000 7.485 

10'000 9.7876.. 

100'000 12.09... 

1'000'000 14.39... 

 

Um den Wert 100 zu übertreffen sind ca. 4.7881043 Glieder nötig. 

 

Es gilt der folgende Satz von Euler (siehe Formelsammlung) 

...5772156649.0nln
k

1
lim

n

1k
n

=







−

=
→

 (Eulersche Konstante) 

Illustration am Beispiel 𝑎16: 

34138072.3
2
1

720720
2436559

216 4 =+== aa  

𝑎16 − 𝑙𝑛 16 = 3.38072 − ln 16  ≈  0.608131..  
 

Vergleiche auch Urs Stammbach: Die harmonische Reihe: Historisches und Mathematisches 

in Elem. Math. 54 (1999) 93 – 106 

 

Wie weit lässt sich ein Bücherstapel (theoretisch) mit Büchern der Länge 1 über einen Tisch 

schieben? 

 

1 Buch: Überhang:  
1

2
  

Der Überhang 𝑎1 des 1. Buchs über dem 

Tisch ist 
1

2
. 

 

 

 

 

 

 

 

2 Bücher: Überhang: 
1

2
+

1

4
  

Das zweite Buch wird so weit nach links 

unter das erste geschoben, dass der 

Schwerpunkt des ersten genau über die rechte 

Oberkante des zweiten zu liegen kommt.  
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Allgemein gilt: 

Die x-Koordinate des Schwerpunkts eines Körpers, der sich aus zwei Teilen mit den Massen 

m1 und m2 mit den Schwerpunktskoordinaten 𝑥1 und 𝑥2 zusammensetzt, ist das gewichtete 

Mittel 

𝑥𝑆 =
𝑚1𝑥1+𝑚2𝑥2

𝑚1+𝑚2
   

Die Entfernung des gemeinsamen Schwerpunkts der ersten beiden Bücher vom linken Rand 

ergibt sich zu: 

𝑥𝑆 =
1∙1+1∙1

1+1
=

3

4
   und daraus der Überhang 𝑎2 = 1 −

3

4
=

1

4
 

3 Bücher: Überhang: 
1

2
+

1

4
+

1

6
 

 

Unter den Stapel aus zwei Büchern wird nun ein 

drittes Buch so geschoben, dass der gemeinsame 

Schwerpunkt der ersten beiden genau über der 

rechten Oberkante des dritten zu liegen kommt.  

Für die Entfernung des gemeinsamen 

Schwerpunkts der ersten drei Bücher vom 

linken Rand des dritten Buchs gilt dann: 

𝑥𝑆 =
2∙1+1∙

1

2

2+1
=

5

6
   und daraus der Überhang 𝑎2 = 1 −

5

6
=

1

6
 

 

Wird analog das Verfahren fortgesetzt, so gilt allgemein für die Entfernung des gemeinsamen 

Schwerpunkts der ersten k Bücher vom rechten Rand des k. Buches 

𝑥𝑆 =
(𝑘−1)∙1+1∙

1

2

𝑘−1+1
=

2𝑘−1

2𝑘
 und daraus der Überhang zu 𝑎𝑘 =

1

2𝑘
 

Der Gesamtüberhang sn bei n Büchern ist gleich der Summe der einzelnen 𝑎𝑘 
1

1 1
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n

n k
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=

=   

Wegen der Divergenz der harmonischen Reihe kann also (theoretisch) das letzte Buch 

gegenüber dem ersten beliebig weit seitlich verschoben werden, ohne dass der Stapel kippt.  

 

 
  



 

18.11.2024  14_harmonReihe.doc/ul 

4 

 
 

Skizze: ac 
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Variante der Einkleidung: Gummiband (vgl. TI Nachrichten www.armin-p-barth.ch) 

 

Ein punktförmig gedachter Käfer startet am linken Ende eines anfänglich 100 cm langen 

Gummibands mit einer Geschwindigkeit von 1 cm/s. Dieses Gummiband wird nach jeder 

Sekunde (ohne Zeitverlust) um einen weiteren Meter nach rechts gestreckt. Wann kann 

allenfalls der Käfer das rechte Ende des sich ständig dehnenden Gummibands erreichen 

(Martin Gardner: The Rubber Rope 2005)? 

 

Zeit in s Distanz  in cm:   

  vom linken  vom rechten Ende des Gummibands 

1 1 100 − 1 = 99 

2 21 + 1 = 2 ∙ (1 +
1

2
) 1002 − 2 ∙ (1 +

1

2
) = 197 

3 
3

2
∙ 2 ∙ (1 +

1

2
) + 1  

  = 3 ∙ (1 +
1

2
+

1

3
) 100 ∙ 3 − 3 ∙ (1 +

1

2
+

1

3
) 
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Für die harmonische Reihe gilt die Abschätzung: 
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    heisst Eulersche Konstante und hat den Wert   0.5772… 
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 erreicht der Käfer tatsächlich das rechte Gummiband 

wenn 100 – ln t -  = 0, d.h. nach ungefähr 
35100 105.1 = −et Jahren. 


