8. Nichtabbrechende geometrische Reihen

Frage:
Wie verhalten sich die Folgenglieder g™, wenn n ber alle Grenzen wachst?
Beispiele: g = 2,1.01, 1, 0.99, #0.5. Welchen Einfluss hat das VVorzeichen von g?

Ergebnis:

Fir —1 < g < 1 nehmen die Betrage der Folgenglieder mit wachsendem n standig ab und
werden schliesslich beliebig klein (flir negative g wechseln zudem die Potenzen g™ das
Vorzeichen). Die Betrage der Folgenglieder werden schliesslich kleiner als jede noch so

kleine positive Schranke &, sofern nur n hinreichend gross gewéhlt wird.

Formulierungsvariante:
Wie klein man auch immer eine Umgebung von 0 wahlt, es liegen stets nur endlich viele
Glieder ausserhalb dieser Umgebung.

Dazu ein Beispiel mit ¢ = 107590
Fur welche n gilt 0.999™ < 10750

Wegen n >i =1’150°716.8 istn > 1’150’717

log,, 0.999

Gilt fiir eine Folge a, dem oben beschriebenen Sachverhalt, dann sagen wir, die Folge hat fiir
n gegen unendlich den Grenzwert O und schreiben dafir:
lima, =0.

n—oo

Definition:
Die Folge (a,,) hat fiir n gegen unendlich den Grenzwert a genau dann, wenn zu
jedem & > 0 es eine Zahl N(¢) so gibt, dass flr alle n > N(¢) gilt:|la,, — a| < e.

Mit dieser Definition gilt damit der folgende

Satz 1:
g <1= limg" =0

Ein strenger Beweis dieses Satzes kann mit der sogenannten Bernoullischen Ungleichung
(— Volistandige Induktion) erfolgen.

Bemerkung
Hat eine Folge einen endlichen Grenzwert, so sagt man, sie ist konvergent.

Fir g > 1 oder ¢ < —1 d.h. fur |q|>1werden die Betrédge der Folgenglieder schliesslich

grosser als jede noch so grosse positive Zahl. In diesem Fall hat die Folge keinen Grenzwert.
Wir sagen: Die Folge hat keinen endlichen Grenzwert, sie ist divergent.

Dazu ein Beispiel:

1.01™ > 1099 gilt fir n > 231176.5
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Zusammenfassung:
Far |q| >1 hatdie Folge g™ keinen Grenzwert, sie ist divergent.

Fur |q| <1 hatdie Folge q™den Grenzwert 0, die Folge ist konvergent. Die Folge g™
ist eine sogenannte Nullfolge.

Spezialfille:
q=-1 Die alternierende Folge -1, 1, -1, 1, -1,... hat keinen Grenzwert
q=1 Die konstante Folge hat trivialerweise den Grenzwert 1.

Durch Addition der Glieder einer Folge, erhdlt man die zugehdrige Reihe.

Im Folgenden untersuchen wir das Verhalten von geometrischen Summen fiir wachsende n.

Beispiel:

PN O
ST AT T8 16 2
s;=2-1

1
SZ—Z—E
S3:2_Z

1
Sn=2_2n—1

Addiert man hinreichend viele Glieder dieser Folge, so unterscheiden sich die Summen s,
schliesslich von 2 beliebig wenig (durch jeden weiteren Summanden wird der Abstand
zu 2 halbiert). Wir sagen dafur: s,, hat fir n gegen unendlich den Grenzwert 2.

Allgemein gilt:

Satz 2:
Die nichtabbrechende geometrische Reihe hat fir —1 < g < 1 die Summe

s=lims, =Iima11_q Ty
q

n—w n—w 1-— q 1—

Begriindung:
Gemadss Satz 1 hat der Z&hler in der Summenformel der geometrischen Reihe den
Grenzwert 1.

Beispiel:

Bei dieser alternierenden Reihe nahern sich die Teilsummen dem Grenzwert von beiden
Seiten.

Bemerkung:

Das Wort Summe ist als Abkurzung fur den Grenzwert der Teilsummenfolge s,, zu verstehen.
Bei der Untersuchung von Reihen betrachtet man also die zugehdrige Teilsummenfolge (vgl.
— harmonische Reihe).
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Ubungsaufgabe:

\on einer nichtabbrechenden geometrischen Reihe mit der Summe 16 kennt man das erste
Glied. Wie heisst das zweite Glied?

Losung:

g=1-2=-2 g,=-21

N 4

Die folgenden historischen Beispiele illustrieren den unbeschwerten Umgang mit dem
Unendlich Grossen und Unendlich Kleinen:

Aus ,,Vollstindige Anleitung zur Algebra®:
In (*) a; = 1und g = 1 gesetzt %=1+1+1+1+1+...

,»Wir haben aber schon oben bemerkt, dass 1/0 eine unendlich grosse Zahl sei, und dieses wird
hier von neuem auf das schonste bestétigt.*
In (*) a; = 1 und g = 2 gesetzt il:l+2+4+8+16+...

,welches dem ersten Anblick nach ungereimt erscheint®

In (*) a; = 1und g = —1 gesetzt %:1—1+1—1+1—1+...
,,50 kann weder 1 noch 0 herauskommen, sondern etwas dazwischen, welches % ist.

Periodische Dezimalbriiche

Periodische Dezimalbriiche kdénnen als nichtabbrechende geometrische Reihen aufgefasst
werden.

Beispiele:
a)
0.272727272727.....= 0.27 + 0.0027 + 0.00027+....= ——. =27 -3
100 1—m 99 11
b)
0.23636363636... = = + 0.036363636..= + 42 =1
5 5 990 55
Aufgabe:

Gegeben ist der folgende periodische Bruch im Zwdlfersystem b = 0.255555... Wie heisst
die Bruchdarstellung von b im Dezimalsystem?

2 5 5 2 5 27 9
b==+—+——t =" —="=—
12 144 1712 12 132 132 44
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Aufgabe:
Welchen Fehler r,, begeht man, wenn man die nichtabbrechende Reihe nach dem n-ten Glied
abbricht?

Der Fehler r, ist eine nichtabbrechende geometrische Reihe mit dem Anfangsglied aq™

rn:aq mit-1<g<1
1-q
Beispiel:
Né&hert man den periodischen Dezimalbruch 0.272727272727..... durch 0.27 an, so betragt
der Fehler
27 1 27

= — = = also ungefahr 0.3%
10 000 1—m 9900 1100

Das Sophisma (spitzfindige Folgerung) des Zenon von Elea (um 450 v.Chr.)

Zenon lehrte: "Der fliegende Pfeil fliegt nicht, denn wie sollte er in einer begrenzten
endlichen Zeit eine Strecke durchfliegen, die man doch beliebig oft (also in unendlich viele
Teile) zerlegen kann? (vgl. die Beilage)

Achilles verfolgt eine Schildkrote, die einen Vorsprung von 1 Stadion (ca. 192 m) hat mit
10-facher Geschwindigkeit. Wenn Achilles dahin gelangt, wo die Schildkrdte anfangs war, so

ist diese um 110 Stadion voraus; hat Achilles diese Strecke durchlaufen, so ist die Schildkrote

um ﬁ Stadion weitergekrochen usw. Achilles kann also die Schildkréte nie einholen.
Worin liegt der Trugschluss? Wo holt Achilles die Schildkréte wirklich ein?

Der Einholweg s in Stadien kann als nichtabbrechende geometrische Reihe geschrieben
werden:
s=14 it L, 10 it __.7*/-'
10 100 * 1000 9 B e /
Im Laufe des Rennens nimmt der
Vorsprung der Schildkrote ab. Wird
dieser immer kleiner werdende Vor-
sprung zu unendlich vielen Zeitpunkten
gemessen, dann nimmt die fiir das
Zuriicklegen dieser Strecke bendtigte
Zeit ebenfalls ab. Der Einholzeitpunkt

10 . .
-5 Istzwar Grenzwert dieser Folge, er

wird aber in dieser Folge nicht erreicht.
In der realen Zeit bzw. durch andere P4
Folgen von Zeitpunkten Gberholt
Achilles selbstverstandlich die >
Schildkrote, sofern nur von der Folge o}/

1

der Zeitpunkt 19—0 uberschritten wird.

Der Widerspruch kann also aufgel6st werden, wenn zwischen der realen Zeit (Menge der
reellen Zahlen) und der Zeit, die beim gleichférmigen Durchlaufen einer Folge vergeht,
unterscheiden wird (Menge der natlrlichen Zahlen). In endlicher Zeit kénnen sich unendlich
viele Vorfélle ereignen.

(nach Bender, Fehlvorstellungen bei Folgen und Grenzwerten MNU 44/4)

09 _nichtabbr_geom_reihen 18.11.2024 /ul



60°1°7  Lynl

00y £UN UBERE OISO B FunSamag pon RUNOPUEIIA M SER ST 98] 1SN 9 Zni.cuauﬂna..n L SP I [[IM SN S3p SE0LLE Uny 001 toa Sunsdsio vau ] wRp 13)
(R ISHORAAD 8 G MUV ANAEY 33 05 gl 50 “awrqeany SpsuRuSal  neuall DMt 'ase UGB pigm 39 AQUUERRSUANAM ) IS TP UEIRZ NI IOP ISSP] PP SOE pin ‘Spans
(UAROPONE FUISIPIIESS:) AP P YUIMPDSIYEM N[0S DOIPIPS 42 Gavus pun u..ﬂa_!uﬂﬁ 1ASP W) 25} DS UUAP “WOp Iystit ayam i Siqaraq pun aprefimuys suss
gsghgsgi 3P UOA PUN JOP] WOA SIS -LyR JuIWNEIY SEP 1] 0NN PIIM FUOD{P(TYS (P IST TUITONUN G U] 181 UHRQUUY IiC] TIPAEQIIA ULy
. .3-853_85 13191850 D) U WIANEALIAIUN N2 SAUYT]  USJOYUIS 1QINPIYS AP - [PV N 33 UUap IRZ Msimal 3w 12 18pouaq  mz WaRs 0DPHYS U pUN RYeT]

MPEME DA EDVE U ISIL AP WN ‘SA[[E 1M 1 UUAp T[S S NPPURY HOUZ 1) ~ SNy J3p nIZEp PUN UHPILI f NS 1P SH0A SUTI U3{[31% I STaMIY 3P
.mct&&ae, 1P UuEp puts furg A, "UI9E UASAMIS LINUDS AN UIA SN SSEP “UEpy USJ(L SUN 38T 5 DIGIY U ‘US[OYULD DL SEP I3 [[IM TUNFT 0P ISTIANY TN AUIJU I 3 UIgrEED
3LL 5P 338%?& UOUIZ "WAPUIRS Hos FUISPURIDN  -S3707) UATHOSY W] I A QOS WIN 1P ST UNN TGIRLID Y IS 3P 135017 npyuafapiy
T IIP UK [WULING G UIIYAN PaIm - efarem ats uuap ‘Funfamag supy Pov  sapltantied vagdosopd USRS  SIp Wap Ul WIIQUABIY WP W D{EKS  SYIUNEISIA SIS YNPHIM U] SEP Plin

USOUIAGN PU 4113 IDLL, $Up SN 2 1qU IIPUOSIGSU] VIPURIMUN 53D ID[OS WAUR ‘WOUIZ UOA LSS § TORTSOY AP AL ofs Jim Uales  “reqjoytsaun sedos ai )7 aweq ‘pIim
9P OM PUT UULM 'USIIDAISIE NEUAT  pun ST SH{[E SO I8 PRI UORIUAINALY 3531 "UAGEAIGUATE  JHIMAQ (RIHTHEY NADIPIIS 3P 1PIS §§§§§§
A0S 195] PUN UAUULASIT NEEYS  UI'PIIGENLL OS[0 18] IPWISPURIBAGIS  -UIESIZ JYT INUPY 42 pai Burydotgs Y U7 JISATP U] I51 3anenad a0y 43P UASUNENZ (PSUFWEIP L DT

<8 ‘usuugy 215 ualsnnpLM e SV UIWLONNZUIY SLMS N If JaBifjoa pun uanenug wASIQUES IS AP 2P Ve NPRLA YIAS AP MIPUE UOREMIS () Tey amagiam
345 W "M ISNOUIG 1137 PIA YIFPUS WP STV UIPUILIS WNZ S0P UIYAS -4 UT PUN 'UI{OYUTA U MOOPHYS IANTTIIP 1Y IZ NWWASHG AP S undiies wos GIpHam g a0y
“UN $SEP IIP0 TR DPANTUIRY 534 SLMII IPINM JFUOS UUIP ‘WISpUY %gsggagﬂ wnep Uny FRZEDIE IpRq UALES  PIIYRS AP J0AI WIS ARMIYS 38

| Gafiue (EPTIUN I 02 GAOANS TN HTIU YIS UURY $3 pun ‘u1as uas U 0P JANTT P WP UL G opuUrmILON Jy [Bunppaqy TR eIy ATE UOYYS AP TyNET SIYSUI
g%ﬂsﬂﬁg ~amal 0§ TOTS AT UG SEP S5 gggg&ﬁa& PIPS 33p DUNALIEIS Uap I0) V UaqQRIs  I9P PUN ‘SO[UAUTY) IN[OSqE )7 S3(L
531 J[te ssep 1P afiue] you Jage OF[R UIRISIUD SIYINT UUTY SIPIN  AUYJIQE JITL SED P PUA “UIOYIAUS YO0 UIP PUn IANET SIP UNALIEIS S NODIPIIYS 1UFS pun 150y G

SIAY TP 1110 08 PUN (11 DA 4D 'V STy :250s JaqU YU J1(] UaNen JIILSUP N ST UMIIRLIZ JAINKT TP I0) § UIQEISHNG U] U1 GaRunt  {TOSUIUL MIauT UAGISME SEp SE Lt

'SV AUMSTUNT NOOPIIS 9P ARUNIAS S UTTE IS JOE NI UNK JEP (UNI0P 3P P UITTUIN TG QD YV UIUON  YIIZH [AME DO 11m TIULOY - SARMTEUN LS LN (oW 1qS 57

207 I GIPUAR SEME U UEW  PUN 'YasTEOL JTIEIN YUNLLIIA JIP UR[IY IS0 3[91A UDITPUAR GISTIAL0aY] ey Rgegiﬁxgg ALV 4 NIWaY
URPZION  JOATIY USEUTIMSIOANLIAL S{USIOMU T TUap S3NET WAP 08 AP

SIMX URUUY SUP a1ssni “aqud Sung <fjne Juatniiy Umas UoUIZ Y3AINZ a7 assimadl aug 52 13000aq nzEp %

!&an&sggﬁggigégﬁv?gggﬁi%

uue)| US|OYUId 31U A}ONIPIIYOS SIP IBJNET B1S|]BUYIS P ISqJOS WINnIB

IAMI(AA SPIUFULIN] UOAIIUTID AP PUTS 1aGe AP UABUNIELIIUUS Jop 21T IDUIUIL IRMZ USRI ‘Ga{0Y 2 .
pis passan] unuawnily salipupmds  pUnISine UIPSUSY AP USIIN G NZULS JILL ST (N "SSTIL UIPUIMIGD
USO8 1) "UAGAE Bunfamaq SUM|  UYOMID ISTE] UIGIAMPRIN of Ty iy PP AP EIHPANG A uue
S9 UUTY CSTY IS UUISU[) SEM RQION UM (OIS 3P IA[JOM UIZINS SIprUStiLIey  SRIAM (] H{HIS A UE 3137 33531P
QBN 3L SUP MPM UUNP S3q8 UI0E  SINSIRGY SIUTIS IIGAT HP UOUDZ SSEP ) 151 IS qﬁeguﬁﬁﬁisﬁ

FIQE IS PUIK ATE ‘UIRIPUIANG  UBULIQ PUN «PUIENEIGS PUN <SOT[ILY a1p WhHPIqualiny wapal 1 saqe N«‘
THTQW JALWAP PUR [PV UIE 4851 WITUAOSIGEM SIS Ty 131 DTS P 161 IWIMICHUN 3 U] 33 uuam, 4

m_reihen 18.11.2024 /ul

09 _nichtabbr_geo



A: Einleitung

Wieder einmal geb” ich die Sporen
dem geplagten Pegasus,

knall die Peitsch ihm um die Ohren,
dass er fort mich tragen muss,
dorthin, dorthin, denn ich will es,
wo man keinen Mangoldt (2) kennt,
wo die Krote mit Achilles

um den Preis Olympias rennt.

B: Ausfiihrung

Der Zenon, den ein jeder kennt,

war zu Elea einst Dozent.

Er schrieb gar viel, was schon und wichtig,
es war nur leider niemals richtig.

Die mathematische Wissenschaft

war ihm noch ziemlich schleierhaft;
jedoch als ob er was verstande,

schrieb er dartiber ganze Bande.

Als einstens er beim Morgenfrass

mal recht vergniigt im Schlafrock sass

und ihm Athener Tageblatt

das Wichtigste gelesen hatte

(die marathonische Keilerei,

den Aufruf der griechischen Volkspartei®),
sprach schmunzelnd der: Hm,hm, ja, ja,
jetzt mach” ich mal so”n Sophisma!
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Schildkroten sind uns hierzuland”

als plump und langsam wohlbekannt
Achill, so schliess ich, weil ich hell,
lauft sicherlich zehnmal so schnell.

Je nun, er rennt, so denk ich mir

mal um die Wette mit dem Tier.

Zehn Meter Vorsprung geb” er bloss;
Dies Zugestandnis scheint nicht gross.
Die Glocke tont, der Kampf fangt an,
nun gute Kroéte halt” Dich ran!

Zehn Meter lauft Achilles heiter;

die Krote ist "nen Meter weiter.

Auch diesen lauft Achill in Eil;

die Kréte lauft den zehnten Teil.

Auch dieses Stuick durchmisst Achill,
doch ach, das Vieh steht auch nicht still;
sie ist trotz allem etwas weiter;

Achilles ist schon nicht mehr heiter.

So wiederholt sich stets dies Spiel,

und nimmer kommt der Held zum Ziel. (2)
Nimmt er der Krote alten Ort,

schwupp! ist sie auch schon wieder fort.
Er kommt in Wut bis zur Ekstase;

die Kroéte dreht ihm eine Nase.

Sie bleibt ihm stets ein Stiick voraus;
Achilles schleicht geknickt nach Haus;
Die Krote aber triumphiert

und wird mit Orden dekoriert.*



Als Zenon dies verfertigt hat,

schickt er es gleich dem Tageblatt;

die Redaktion, dieweil sie helle,

zahlt eine Drachme auf der Stelle

und bringt das Zeug nach einer Weile

recht gross im Unterhaltungsteile.

Man liest’s, soweit man gut gelaunt,

man rauspert sich und ist erstaunt,

doch weiss man nicht, weshalb’s nicht stimmt.

Das kam, weil, das ist sonnenklar,

der Mangoldt (1) nicht erfunden war!

Hétt man gehort bei Dr. Feigl,(3)

der Zenon, triig kein Lorbeerzweigl (autsch!)
man hatt gewusst, was uns verstandlich:
der Wert der Reihe ist ja endlich!

Der Limes ist, so schliess ich schlau,
sogar der Treffpunkt ganz genau

Da in der Reihe, wie wir sehn,

nur positive Glieder stehn

die Teilsumme, wie Ihr wohl wisst,

stets kleiner als der Limes ist.

Indem er nun nur Stellen zahlt,

die vor dem Treffpunkt sind gewahlt,

lugt er dem biedern Publiko

nun vor, es bleibe immer so!

und das besagte Publikum

glaubt ich alles, weil es dumm.

Wir glauben’s nicht, denn wir sind schlau;
wir wissen sowas ganz genau.

C: Schluss

Und die Moral von der Geschicht”:

Es geht halt ohne Mangoldt nicht!

So kauf ihn Dir noch heute drum;

sonst kostet”s mehr, und das war dumm.
(Es muss ja nicht der Mangoldt sein,
uns fallt sogar was Bessres ein).

(1)
Mangoldt ist Autor des Standardwerks ,,Mangoldt-Knopp*

(2)
Der Schluss ist ja impertinent!
Die Reihe ist doch konvergent!)

(3)

Feigl war Lehrer des ,,Dichters*
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Geometrische Veranschaulichung der Summenformel flr 0<q<1

Abblldung a, = 3, a, = 2

Die nichtabbrechende Summe kann fir
0 < g < 1 durch einen nicht
abbrechenden Streckenzug
veranschaulicht werden.

Nach dem 2. Strahlensatz
(bzw. Definition des Tangens) gilt:

RQ a, SP s-a

@) a P S
und daraus
so A —
1-q
Aufgabe:

Welche Lange L hat die nicht abbrechende Spirale und welche Koordinaten hat der
Grenzpunkts G?

a; =9,9= § (Einheit: 2 Hauschen)

Lange L der Spirale:

9 >
L=9+6+4+=——=27
-3
8 54

LGsungsvariante: LA ‘
Der Grenzpunkt G ist der e : ’ ‘ ’ ‘ ' '
Schnittpunkt der aufeinander senkrecht stehenden Geraden AC und BD.

AC:y= g-x
c oy =_3. 27
BD: y = SX+ S
Gleichsetzen der rechten Seiten ergibt erneut die Koordinaten des Grenzpunkts G (i—;i—:)
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Ubungsaufgabe:

Der Schlangenweg von A nach B setzt sich aus
unendlich vielen Halbkreisbogen zusammen,
deren Radien eine geometrische Folge mit dem

Quotienten % bilden.

a)

Ist der Schlangenweg oder der Halbkreisweg
von A nach B kirzer?

b)

Welchen Flacheninhalt hat das Gebiet, das von
samtlichen Halbkreisen eingegrenzt wird.

LOsung:
a) Beide Wege haben die Lange ntr
b) 0.47r?

Ubungsaufgabe:

Einem Wirfel mit Kantenlange 1 Meter wird ein zweiter Wiirfel
so aufgesetzt, dass die Ecken der Grundflache des zweiten
Wiirfels auf die Kantenmitten der Deckflachen des ersten Wirfels
zu liegen kommen. Auf gleiche Weise wird dem zweiten Wirfel

ein dritter aufgesetzt, usw.
Wie hoch wird der Wiirfelturm hdchstens?

LOsung:
1 2(2++2)

h= _g=(2—\/§)(2+\/§)

1
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Ubungsaufgabe:

In ein gleichschenkliges Dreieck mit der e

Basis b = 10 und den Schenkeln ¢ = 13

sind der Inkreis und wie in der Abbildung /’>\
eine nicht abbrechende Folge von Kreisen AT N\
eingezeichnet, welche die Schenkel und die TN
benachbarten Kreise beruhren. Wie gross / /\

ist die Summe der Kreisdurchmesser? \ ¢

Losung:

Die Summe ist gleich der Dreieckshdhe, die sich nach Pythagoras zu

h =+132 — 52 = 12 ergibt.

Die in der Figur vorkommenden rechtwinkligen Dreiecke sind dhnlich und ihr
Kathetenverhéltnis ist 5:12. Die Kreisradien bilden deshalb eine geometrische Folge.

Dreieck M, T;C:
1 5 10
13-5 12 3

Dreieck D, B, C:

t,  12-2m 20
r_-een t; ==
5 12

¥) _ 5 _ 40
8—2t; 12 27 27

T2_4-0 3_4

r, 27 10 9

Fur die nichtabbrechende Sume der Kreisdurchmesser ergibt sich damit wie erwartet:
20 1
==-—==12
3 13
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Aufgabe:

1. In ein gleichseitiges Dreieck der Seitenldnge 16 wird sein Seitenmittendreieck gezeichnet.
Eines der drei entstehenden Eck-Teildreiecke wird markiert.

2. Im (letzten) Seitenmittendreieck wird wieder dessen Seitenmittendreieck gezeichnet und
dasjenige Eckdreieck, das an das vorher markierte anliegt, wird markiert.

3. Der Schritt 2 wird wiederholt, solange es die Zeichengenauigkeit zulasst.

a) Wie gross wird die von den markierten Dreiecken bedeckte Flache, wenn das Verfahren
beliebig oft wiederholt wird?

b) Welche Lénge hat in diesem Fall der nicht abbrechende Streckenzug, der sich aus je einer
Seite der markierten Dreiecke ergibt?

Wird die Flache des ersten Dreiecks als 1
angenommen, so ergibt sich die
Flachensumme als Summe einer
nichtabbrechenden geometrischen Reihe

1 1 1
A=t —4—4. =-

4 16 64 3

. . - . / \ ,\\
Da im Dreieck drei kongruente Spiralen / N\
eingezeichnet werden konnen, muss diese \  AAA

Summe gleich einem Drittel der Flache des
ersten Dreiecks sein.

Fur die Streckensumme ergibt sich
(mit der Einheit Seitenldnge):

S ::l +_l +_l +-j;-+-3?-+-1--F"‘:: 1
2 4 8 16 32 64

Diese Summe kann auf die erste zuriickgefuhrt werden:

= (e Griedaden)
(rdeden)sr Griede )
=l42-2=1

3 3

Das Resultat ist anschaulich, denn bei der Abwicklung der Spirale auf der Dreieckseite
kommt mit jedem neuen Stiick die Hélfte der Ergdnzung zur ganzen Seite dazu.
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Losung der analogen Aufgabe in einem Quadrat:

12

Flachensumme
1 1 1 1 1
A=t —4+—+—+. ==
8 16 32 64 4

In diesem Fall fillen vier kongruente Spiralen das
Quadrat aus.

Lange des Streckenzuges:

V2 V2 J2 V2

+— 4+t —+—+—+...=1+—
4 8 16 2

1 1 1
2 4 8

Durch geschickte Zusammenfassung der
Reihenglieder kann die Summe auf bekannte
Summen zurtickgefihrt werden:

S= 1+£+1+i+... ++/2- 1+1+i+i+... :1+£
16 4 8 16 32

Weiterfiihrende Frage:

Welche Resultate ergeben sich, wenn die Idee bei reguléren Fiinf-, Sechsecke, ...weitergefiihrt

wird?
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Zusatzfrage:
Welche Langen haben die Spiralen, wenn die Seiten nicht halbiert, sondern in drei, vier, ..
allgemein in n Teile geteilt werden (vgl. die Abbildung fiir n = 10)

Wahlt man zundchst die Quadratseite n, so entstehen an den Ecken des Quadrats recht-
winklige Dreiecke, die zum Dreieck mit den Katheten 1 und (n — 1) dhnlich sind. Die
Hypotenuse berechnet sich dann zu +/(n—1)? +1=+/n> —2n+2 . Das Verhiltnis

aufeinanderfolgender Strecken der Spirale ist gleich dem Verhaltnis aufeinanderfolgender
Quadratseiten

vn®=2n+2

n
Die Lange der Spirale ergibt sich damit zu

L - 1 B n B n-(n++vn’-2n+2)
1_\/n2—2n+2 n—vn>=2n+2 (n—=+n*-2n+2)-(n+vJn*-2n+2)

n
_n-(n+vn*-2n+2)
2n—-2
Wahlt man als Seitenldnge des Ausgangsquadrat 1, so ergibt sich nach Division durch n fir
die Lange der Spirale:

:n+\/n2—2n+2

2n-2

L

Kontrolle firn=2:

[ _2tV2-2.242 2+4V2 2
2 2 2
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