1.12 Lineare Optimierung
1. Lineare Ungleichungssysteme

Unter der Losung einer linearen Ungleichung in den Variablen x und y versteht man die
reellen Zahlenpaare (x, y), welche die Ungleichung erfiillen. Stellt man diese in einem
Koordinatensystem dar, dann erhilt man eine Halbebene. Sie wird begrenzt von der Geraden
mit der zugehorigen Gleichung. Welche Halbebene die Ungleichung erfiillt, kann mit einem
Testpunkt z.B. (0,0) gepriift werden.

Die Losungsmenge eines linearen Ungleichungssystems besteht aus den gemeinsamen
Losungen aller Ungleichungen, d.h. aus dem Durchschnitt aller Halbebenen.

Tipp:
Es ist empfehlenswert, diejenige Halbebene zu schraffieren, die nicht zum Losungsgebiet
gehort. Die Losungsmenge (in der Skizze gefirbt) besteht dann aus dem nicht schraffierten

Gebiet.

Aufgabe:
Stelle die Losungsmenge des folgenden Ungleichungssystems dar:

Fiir Ungleichungen gilt:

Die Losungsmenge einer Ungleichung dndert sich nicht, wenn man beide Seiten mit derselben
positiven Zahl multipliziert oder auf beiden Seiten denselben Term addiert oder subtrahiert.
Multipliziert man mit einer negativen Zahl, so wechselt das Ungleichheitszeichen.

Ubungsbeispiel: 3

-y+x+2>0
y+2>0 oder umgeformt: yexez e
y+2x<4

°

y<x 4 3 2 i
y>-2

y<4-2x
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Aufgabe:
Beschreibe das folgende Gebiet durch ein System von Ungleichungen.

a)

™~

x=>-1

y<1l-1x

y>x-=2

b)

(1.4)

(-2-1) (6,-1)

|x—2|<3

S -1<x<5
oder
‘ ly-1<2

-1<y<3
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d)

: x| + |y| < 4

Beispiel fiir eine Punktmenge, die nicht durch ein lineares Ungleichungssystem festgelegt ist:

Gesucht ist die Menge der Punkte P,

a)

fiir welche die Entfernung von A(-1, 1) oder

B(1, 1) hochstens V2 oder die 3
Entfernungssumme von den Koordinatenachsen

hochstens 2 betriagt

b)

fiir welche gilt:

(£4PB 2 45°) v ([x|+|y]<2), . U I :
wobei A(0, 0) und B(0, 2)
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2. Lineare Optimierung

Die lineare Optimierung ist ein wichtiges Hilfsmittel bei Planungsaufgaben. Es geht darum,
unter gegebenen Nebenbedingungen die beste (optimale) Losung zu finden. Dabei sind die
Nebenbedingungen durch ein System von linearen Ungleichungen formuliert. Bei zwei
Variablen legen diese ein sogenanntes Planungspolygon fest. Gesucht ist nun in diesem
Planungspolygon der Punkt, fiir den die sogenannte lineare Zielfunktion einen extremalen
Wert d.h. ein Minimum oder Maximum annimmt.

Bei mehr als zwei Variablen kann die Losung mit dem sogenannten Simplexalgorithmus
gefunden werden.

Beispiele:

Eine Firma stellt zwei Modelle Gi und G eines Gerites her, von denen jedes aus drei Teilen
besteht. Diese werden von drei Automaten A1, A2, Az angefertigt. In der Tabelle ist
angegeben, wie viele Minuten jeder Automat zu dem betreffenden Teilstiick benétigt. Die
Automaten konnen tiglich hochstens 6 Stunden benutzt werden. Wieviele Exemplare von
G1 und G2 wird man tiglich herstellen, wenn der Gewinn je Stiick 3 Fr. bei G und 4 Fr. bei
Gy betriagt und der Gesamtgewinn moglichst gross sein soll?

Automat Benotigte Zeit in Minuten
G G

Aj 4.5 3

Az 4 4

A3 1.5 6

Der Gewinn z der maximal werden soll, heisst Zielgrosse. Werden x Gerite von G und
y Gerite von G2 hergestellt, so gilt:

z = 3x + 4y soll maximal werden.

Durch die Produktionsbedingungen sind folgende Nebenbedingungen festgelegt:

4.5x+3y <360 y<—3x+120
4x+4y <360 | oder | y<—x+90 )
1.5x+6y <360 y<—4x+60 5
70 y:—§.1~+120

Wihlt man einen Punkt im Losungs- ~od
gebiet z.B. x =30 und y = 20 so erhilt
man den zugehorigen Gewinn 6i y=— i; +60
z =330 +4.=170. =
Die Punkte P(x, y) die einen vorgege- 40
benen Gewinn z ergeben, liegen auf i
einer Geraden mit der Gleichung Wi
z=3x+4ybzw.y=—%x+iz N
Punkte mit gleichem Gewinn liegen also e P30,20)
auf parallelen Geraden mit der 10 h
Steigung —% und dem y-Achsenab-
Schnltt %Z 0 10 20 30 40 50 60 70 56\ 9}\
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Losung:
Der grosste Gewinn ergibt sich fiir diejenige Gerade, deren y-Achsenabschnitt moglichst
gross ist. Dies ist im Schnittpunkt der Geradeny = —x +90und y = — ix + 60 der Fall.

Der maximale Gewinn wird erzielt, wenn 40 Stiick von G1 und 50 Stiick von G hergestellt
werden. Er betrigt z = 3-40 + 4-50 = 320 Fr. Der Automat A; wird 330 Minuten beansprucht,
die Automaten A> und A3 sind ausgelastet.

Ein Minimumproblem:

Zur Erhaltung seiner Gesundheit bendtigt der Mensch wochentlich mindestens 100 mg
Vitamin H und 150 Vitamin B. In der Apotheke gibt es Tabletten, von denen die eine 10 mg
Vitamin H und 30 mg Vitamin B pro Gramm enthélt, die andere 20 mg Vitamin H und 10 mg
Vitamin B pro Gramm. Die erste Sorte kostet 1.25 Franken pro Gramm, die zweite Sorte

1.00 Fr. pro Gramm. Wie viele Tabletten von jeder Sorte wiren wochentlich notig, um den
Bedarf auf diese Weise mit moglichst geringen Kosten zu decken, und wie gross sind die
wochentlichen Kosten?

Sei x die Anzahl Gramm Tabletten (Sorte 1), y Anzahl Gramm Tabletten (Sorte 2).

1. Zielfunktion:

Wird der Bedarf mit x Tabletten der
1. Sorte und y Tabletten der 2. Sorte
gedeckt, dann betragen die Ausgaben
z=2x+y

z soll minimal werden.

2. Der Minimalbedarf legt die
Nebenbedingungen fest:

1: 10x+20y>0 y2—1x+5

2: 30x+10y>150 y>-3x+15

3: x>0

4: y>0

Punkte, die gleichen Kosten
entsprechen liegen auf der Geraden mit
der Gleichung

y=—2x+z

Den minimalen Kosten entspricht diejenige Gerade mit minimalem y-Achsenabschnitt
Diese trifft das Planungsgebiet im Schnittpunkt S(4, 3) der beiden Geraden
y=—1x+5undy=-3x+15

Losung:

Der Bedarf kann mit 4 Tabletten der ersten Sorte und 3 Tabletten der 2. Sorte mit minimalen
Kosten von 8.00 Fr. gedeckt werden.

Weitere Beispiele: H. Deller u.a, Algebra Aufgaben Bd. 1, Orell Fiissli
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Akzentfach Mathematik 1ABCD 12.1.2007

Der Losungsweg muss ersichtlich sein.
Es ist auf Genauigkeit zu achten

1. (4 Punkte)
Schraffiere das durch das folgende Ungleichungssystem beschriebene Gebiet:

Ml

-1<y<d

3x-2y23

/
L /
2. (4 Punkte) [ / // // .

Beschreibe die schraffierte b
Punktmenge mit Rand durch . y
— Ungleichungen in x und y:

a: Parallele zur x-Achse durch A((/2)
b: Gerade durch die Punkte (0/0) und (2/-5)
c: Gerade durch die Punkte (2/-3) und (5/1)

3. (6 Punkte)-

Bei einer linearen Optimierung hat sich

das abgebildete schraffierte Losungsgebiet

ergeben:

a) Zeichne die Gerade, fiir welche die Ziel-
funktion z = x +y den Wert 6 annimmt.

b) In welchem Punkt des Ldsungsgebiets ist
die Zielfunktion z = x + y maximal und (0.2)
wie gross ist dieser maximale Wert?
(die zugehorige Gerade ist einzuzeichnen)

¢) In welchem Punkt des Losungsgebiets ist
die (neue) Zielfunktion z = x - y minimal und
wie gross ist dieser minimale Wert?
(die zugehorige Gerade ist einzuzeichnen)
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4. (6 Punkte)

Bin Verein beschliesst, eine Ferienfahrt fir Jugendliche zu
orgenisieren. Die Fahr{ soll mit Bussen durchgefiihrt werden.
Der Bushalter hat 6 Kleinbusse fiir jeweils 20 Personen und

4 Normalbusse fiir jeweils 40 Personen. PFir die Fahrt kann er
hiéchstens 7 Chauffeure zur Verfiigung stellen.

Die Kosten fiir einen Kleinbus betragen 500 Franken, fiir einen
Normalbus 1500 Franken. Der Verein kann hdchstens 6500 Fran-
ken fiir die Fahrkosten ausgeben.

Wieviele Klein- und Normaldbusse muss der Verein mieten, damit
méglichset viele Jugendliche an der Fahrt feilnehmen konnen ?

Zu zeichnen sind insbesondere das Losungsgebiet und der Graph der Zielfunktion fiir ein
vorgegebenes z.

Falls Sie bei 4 scheitern, versuchen Sie die folgende Aufgabe zu ldsen
E ( 3 Punkte)
" Aus Zeitgriinden sind nur die Zielfunktion und das Ungleichungssysiem anzugeben:

In einer kleinen italienischen Bildhauerwerkstatt werden Adonis- und Aphrodite-
Statuen hergestellt. Drei Arbeitsgange sind dabei nétig.

Massimo Forte bearbeitet die Steine, bis die groben Umrisse erkennbar sind. Er be-
ndtigt fir jede Statue 4 Stunden. Er arbeitet hochstens 25 Stunden pro Woche.
Vinci da Raffael erarbeitet die himmlischen Gesichtszilge der Statuen. Er bendtigt
far den Adonis 3 Stunden und fiir die Aphrodite 5 Stunden. Er arbeitet hichstens
22.5 Stunden pro Woche,

Der grosse Kiinstler Miio Michelangelo vollendet die Bildhauerarbeit. Fir den Adonis
braucht er 6 Stunden, fir die Aphrodite seiner grossen Hingabe an die weibliche
Schénheit wegen 8 Stunden. Er arbeitet hdchstens 40 Stunden pro Woche.

Die Adonisstatue erlaubt einen Gewinn von 0.7 Mio. Lire, die Aphroditestatue bringt
1 Mio. Lire. Wie viele Adonis- und Aphroditestatuen werden sie jede Woche herstel-
len, wenn sie einen mdglichst hohen Gewinn erzielen wollen ?
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