2. Ableitung der Umkehrfunktion

Es soll untersucht werden, welcher Zusammenhang zwischen der Ableitung einer Funktion
und der Ableitung ihrer Umkehrfunktion besteht.
/

In der Abbildung der Graph der streng monoton |  mamyf
wachsenden Funktion f im Punkt P(x,,y,) die | /

Tangentensteigung tana = f'(x, ).

Der Graph der Umkehrfunktion f hat als

Spiegelbild beztglich der 1. Winkelhalbierenden T

im Punkt P(y,, X, ). Betrachtet man die v/ st

kongruenten Steigungsdreiecke in der Abbildung
mit den Steigungswinkeln o bzw. 3, dann folgt
£ =90°—a , womit gilt:

tan B = tan(90° — o) = cot = ti oder also

)=y F0)= 65

Ein rechnerischer Beweis:
Sei xn eine beliebige Folge mit dem Grenzwert Xo

Nach Definition der 1. Ableitung gilt:
(xy) = fim FO)=T00) _ iy Yo Yo g
Xp —>Xo X, — X, =% X — X,

.I?f(yo):“m f(yn)_f(yo):“m X, — Xy _
e Ya Yo Yy = Yo
1 1 1

oo Y, — Y, lim Yo = Yo B f,(xo)

X, =X, "X, — X,

Inversenregel:
Ist die im Intervall | umkehrbare Funktion f an der Stelle xo differenzierbar und ist

f’(xo);t 0, dann ist die Umkehrfunktion f an der Stelle yo = f(xo) differenzierbar
und es gilt:

f'(y,) =

1 . 1
(%) oder f'(f(x,)))= %)
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Quadratwurzel

Die Quadratfunktion y = f(x)=x” ist fur
nichtnegative x monoton wachsend und damit
umkehrbar. / S
1. Ableitung: f'(x)=2x | | ‘ 7 A
Gleichung der Umkehrfunktion: x =./y . 55 "
Nach der Inversenregel gilt:

. 1 11 L/
fr(y,)= =—-= 7
(o) f'(%) 2% 2y, |, / ,
und mit der Gblichen Variablenbezeichnung: 1/ = A | )|
' 1 |
Vx) == x>0 L
() =1

Geometrische Uberlegung.:
Offensichtlich sind die Tangentensteigungen in P1 und P2 zueinander reziprok.

Verallgemeinerte Potenzregel fur reQ
Die Potenzfunktion y = f(x)=x"
umkehrbar.

1. Ableitung: f'(x)=n-x"*

ist flr nichtnegative x monoton wachsend und damit

1
Gleichung der Umkehrfunktion: x=y".

Nach der Inversenregel gilt:

SIS SR S S SR S
(%) Xt 1\ - vt on 70
nlye | v nevet

und mit der ublichen Variablenbezeichnung:

1 1
(XHJ ZE'X“ Y x>0
n

Verallgemeinerte Potenzregel:

!

(xr)zr-xr‘l reQ r>0

Beweis der Potenzregel:

Seir=m meZneN

m 1 1 m m
{XnJ :((Xm)nj :l-(xm)ﬁ_l.m.xm_l :m.xﬁ_m*—m_l:m.xﬁ_l
n
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Exponential- und Logarithmusfunktion:

Die Exponentialfunktion y = f(x)=e* ist wegen y = f'(x)=e* > Ostreng monoton
wachsend und damit umkehrbar.

Gleichung der Umkehrfunktion: x=1Iny.
Nach der Inversenregel gilt:

: 1 1 1 1
f' = = — =
00 = F) Ter ey,
und mit der ublichen Variablenbezeichnung:

1
| == 0
(Inx) x>

Umkehrfunktionen der trigonometrischen Funktionen

Die Arcustangensfunktion

Tangensfunktion

& lang

DwR' | s m 2N b " . | |
2 y )

W=3 2 - : ’ ‘

X |

r-periodisch

Die Ceraden
3

1 e B f i = arctan o
- - - ¢
gind Asymptoten zum Graphen
der Tangensfunktion > 560 /
" 1 ’ f : 1 - T .
: //‘ X '
Arcustangensfunktion —T “‘
J
wretan /
D W= | ‘f

Dier Geraden

stnd Asymptoten zum Griaphen

der Arcustangensfunktion.

Aul dom angegebenen Intervall
sind die Funktionen #—tanx und \ 272/

1 arctan z zueinander invars tan{arctanx) I rE N
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Ableitung der Arcustangensfunktion

Fur die Herleitung ist die folgende
Darstellung der Tangensableitung
geeignet:

Bezeichnen wir den Winkel im
Bogenmass mit t (griin dargestellt)
dann gilt mit tan ¢ = z fur die
Ableitung

t) =
(tan £) (cost)?
_ (cos t)2 + (sin t)2
B (cost)?
(sin t)z
(cost)?
=1+ (tant)? =1+ 22

Far die Ableitung der
Umkehrfunktion des Tangens gilt
damit nach der Inversenregel mit
der gewohnten Variablen-

bezeichnung

/ 1
(tan_l(x)) = m

Mit anderen Worten gilt somit

1
f1+x2 dx = arctan(x) + c
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Mit ahnlichen Uberlegungen erhlt die Ableitungen der Arcussinus- und
Arcuscosinusfunktion zu

Die Arcussinusfunktion

Sinusfunktion Ly

I SinT

D=R, W=[-1,1] 1 1= Arcsin

wi

*
—

27-periodisch y=sinx
s d 2

&

|
wis L
|
ey
Fo B
51
4
L‘

Arcussinusfunktion

T — aresinx I e

D =[-1,1], W= [-

ot

82| 3
(|
| S}
1
Wi

T W

Auf dem angegebenen Intervall arcsin(sinz) ==z, z € [ =]
sind die Funktionen x+sin z und ]-' 2J

. X - s o — > A ko S. a7
T — aresin x zuecinander invers, sin(arcsinz) =z, z € [-1,1] > 5.97

( i ( )), 1
sin™ (x ——m

Mit anderen Worten gilt somit

f\/%dx = arcsin(x) + ¢

Die Arcuscosinusfunktion

Cosinusfunktion

=

I —COS¥T

D=R, W=[-1,1]

2m-periodisch Y =Aarccos T

Arcuscosinusfunktion
\ X 27,

&I — arccos T 1 1
D=[-1,1], W= [0,x]

'_." &
L

y=cosx . %

o |

Auf dem angegebenen Intervall arccos{cosz) ==, =€ [0,n]
gind die Funktionen @+ cosx und ) - 1

i 2 ) cos(arccosz) =z, x € [~1,1]
2 arceosr zueinander invers.

/ 1
(cos_l(x)) = 1+ 22
Mit anderen Worten gilt somit
1
fmdx = —arccos(x) + c
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