4. Einfache Ableitungsregeln, héhere Ableitungen

Die Beweise der folgenden einfachen Ableitungsregeln verwenden die Definition der

1. Ableitung und die Grenzwertsétze fiir eine Summe zweier Funktionen bzw. fur einen
konstanten Faktor.

1. Beispiel:
4y =0
Allgemein:

(c) =0

Die Ableitung einer konstanten Funktion ist O (der Graph ist eine horizontale Gerade).

2. Beispiel:
(3x?) =3-(x*) =3-2x

’

allgemein: (c-f) =c-f’ ceR konstanter Faktor
Ein konstanter Faktor bleibt beim Differenzieren erhalten

3. Beispiel:

! !

(x3+x2) :(xg) +(x2), =3x% +2x

!

allgemein: (f+g) =f'+g’ Summenregel

Die Ableitung einer Summe oder Differenz ist gleich der Summe bzw. Differenz der
Ableitungen. Das heisst Ableitung und Summation sind vertauschbar.

Aber: (x3 -xz) # (x3) -(xz)

Die Ableitung eines Produkts ist nicht gleich dem Produkt der Ableitungen.
4. Beispiel:

(x* +3)' :(xz)' = 2X

!

allgemein: (f+c) =f ceR konstanter Summand
Ein konstanter Summand féllt beim Differenzieren weg.

Der Summand ¢ bewirkt eine Translation des Graphen in y-Richtung, bei der sich die
Steigung nicht &ndert.
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Beispiele:
(%x4 +2x° +7z2) =1.(x*)' +2-(xX*) +(x?) = 2x° + 6x°

Zsmx 3005x+\/_) — 2C0SX + 3sin X

2 L )
= 1 Wurzeln als Potenzen schreiben!
( j 247 \/x— " e
' 3
( ) ( x) =\@(\&) = —> Kettenregel

In den folgenden Beispielen kann die fehlende Produktregel durch Ausmultiplizieren
umgangen werden:

(x-3)-(2x +1)) = (2x2 —5x—3)' =4x-5

((x3 - 2)2) = (x° —4x° +4) =6x° —12%°
=2-(x*-2)-3x’

Es ist zu beachten, dass

die Ableitung eines Quotienten ist nicht gleich dem Quotient der Ableitungen ist.

—Kettenregel

(X ;2] B (% (X5 * 2)) B %(XS - 2) Konstantenregel anwenden
=1.5x" =5x*
(X3 +2j =(X2 _I_gj :(X2 Y X—l)'

X X Ausdividieren, Potenzregel
=2Xx—-2-x"= 2x—£2

X
(ex‘l)' = (ex ~e‘l), —el.g¥ =g konstanter Faktor,
Potenzgesetze anwenden

(In(3x))' =(In3+In x)’ = % Logarithmengesetze anwenden

konstanter Summand
(log, ) =? wird auf die Basis e zuriickgefuhrt.

log, x =y ist gleichbedeutend mit x=a”. Beide Seiten der Gleichung werden
logarithmiert zur Basis e:

y-Ina=Inx oder y:i-lnx

Ina

. (1 "1 o101
| O — = (] - =
(log, x) (Ina nxj Ina(nx) Ina x
Damit gilt:

' 1 1
| - .=
(log, x) Ina x
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Ist f* wieder differenzierbar, so heisst die erste Ableitung von f~ 2. Ableitung und wird mit f "
bezeichnet. In dieser Weise erhdlt man ", ...

allg. rekursive Definition
£ =f und 0 =(£")

!

Beispiele:

(x3 —1.x? +3x—1)m =3I

(sin x)" =—sinx

Man sagt:

sinx ist eine Losung der Differentialgleichung y" = —y. Bei einer Differentialgleichung
sind also Funktionen gesucht, die eine Gleichung erfiillen, welche die unbekannte Funktion y
und die Ableitungen y’, y”’,.. enthilt.

Beim exponentiellen Wachstum ist die momentane Wachstumsrate proportional zum
aktuellen Bestand, d.h. es gilt:

y=2-y.
Sie hat die allgemeine Losung:
y=f@) =c-et

Physikalische Probleme fuhren oft auf Differentialgleichungen. Als Beispiel sei die
Differentialgleichung der harmonischen Schwingung erwéhnt:

Y =—w’y mit der allgemeinen Losung y =a-sin(awt+¢).

Das Thema Differentialgleichungen wird im Kapitel Analysis 2 ausfihrlich behandelt.
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