Das Zusammensetzen (Verketten, Hintereinanderausfiihren ) von Funktionen

Die bisherigen Regeln sagen aus, wie man Summen, Produkte, Quotienten von Funktionen
ableitet.

Beispiele:
(x2 iex)' =2x+te (x2 )
¢

Funktionen kdnnen aber auch hintereinander ausgefiihrt (zusammengesetzt, verkettet,
verknupft) werden. Die Kettenregel macht eine Aussage Uber die Ableitung von verketteten
Funktionen.

!

:(x2+2x)-ex (xz-ex)'z(x2+2x)-eX

Einflhrende Beispiele:

g: Quadratfunktion  f: Cosinusfunktion

1.
Die Berechnungen erfordern einen Taschenrechner (TR)
Eingabe x Zwischenresultat u Ausgabe y
quadrieren cos
0.6 —— 0.36 ———— 09359
g(0.6) =0.36 £(0.36) = f(g(0.6)) = 0.9359
cos quadrieren
06 ——— 0.8253 _ 0.6812
f£(0.6) = 0.8253 g(0.8253) = g(f(0.6)) = 0.6812

2.
g: verdoppeln und 1 addieren f: Exponentialfunktion zur Basis e

x—su=g(x)— > f(u)=f(g(x))

05 0.25 1.29
x—ou="f(x)—L>g(u)=g(f(x))
05 1.65 2.72

Die beiden Beispiele zeigen, dass i.a. das Verketten von der Reihenfolge anhéngt.
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Definition:
Die Funktion F mit der Gleichung F(x)= f (g (x)) heisst Zusammensetzung der
Funktionen f und g ("f von g von x"). g heisst innere, f dussere Funktion

x—2su=g(x)— > f(u)=f(g(x))

F(x)=f (g (x)) ist fur alle x definiert, fur welche g(x) definiert ist. g(x) muss im
Definitionsbereich von f liegen.

Dazu ein Beispiel:

Eingabe x Zwischenresultat u Ausgabe y
cos v

Xx—— u=g(0.6) —— f(w =/(g(0.6))

2 - - 0.4161 error
Ubungsaufgabe:
Gegeben sind die Funktionen
gxXx—>2x+1 verdoppeln und 1 addieren  und
x> X2 in die 3.Potenz setzen

Gesucht sind f (g(x)) und g( f(x)).
Losung: f(g(x)):(2x+l)3 g(f(x))=2x"+1

Bei der Anwendung der Kettenregel geht es darum, eine "komplizierte” Funktion aus
"einfacheren” zusammenzusetzen.

Beispiele:
1.

XZ

F(x)=e 2 istzusammengesetzt aus den Funktionen

2 X

u = g(x)z—X? und f(u) = e" F(x)=f(g(x))=e ?
2.

F(x) = v1-x* ist zusammengesetzt aus den Funktionen
u=g()=1-x%und v="Ff(u)=u F(x) = f(g(x)) = V1 —«x2

F(x) ist definiert fiir alle x mit —1 <x <1
Analog lassen sich auch mehr als zwei Funktionen zusammensetzen:

F(x) = sin?(wt) ist aus den Funktionen
u=gx)=w-t v=~h(u)= sinu  und y = k(v) = v? zusammengesetzt

womit gilt: F(x)=k(h(g(x)))
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Eine aufwendigere Ubungsaufgabe (fakultativ)

Es sind die 36 moglichen Verkniipfungen der folgenden Funktionen in einer Tabelle
darzustellen:

1 X 1 1
f.(x)=x f,(x) =% f,(0)=1-x f,(x) =<1 fs(x) = 1% fs(x) =1—;
Bemerkung:
Fur die Verknupfung wird Ublicherweise das Zeichen ° verwendet.

(fzofs)(x)zfz[li} T=1ox= )

- 1
1-x

A Ul WN B

a b WN R -
w b T O R NN
AN OO R W W
N W =L 01O b b
R ON B W U un
U P W NN DO O

Es ist bemerkenswert, dass jede der 36 moglichen Verknlpfungen wieder eine
der 6 gegebenen Funktionen ergibt. Man sagt, die 6 Funktionen bilden beziglich der
Verknipfung eine so genannte Gruppe.
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Einflhrendes Beispiel zur Kettenregel:

Wir untersuchen an einem einfachen Beispiel wie die 1. Ableitung einer zusammengesetzten
Funktion mit den Ableitungen von innerer und dusserer Funktion zusammenhéngt.

F(x)=(x-1) F/(x)=(x* 25 +1) =6x° —6x2 =2-(x*~1)-3¢’
g:x—>u=x>+1 j—u =g'(x)=3x" “innere Ableitung”

X
fiu—oy=u? j—y =f'(u)=2u “dussere Ableitung”

u

' ' i dy dy dU 3 2
F'(x)=f X))-9'(x —=——=2-(X"+1)-3x
()=1(000)-0'(0) G =gqnax -2+
In diesem Beispiel ist die Ableitung der zusammengesetzten Funktion gleich dem Produkt aus

der Ableitung der inneren Funktion und der Ableitung der dusseren Funktion. Diese Regel gilt
allgemein und heisst Kettenregel.
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Zur Vorbereitung des Beweises der Kettenregel:
du

g:X—>u=1x &:g'(x):%
fiu—oy=u? d—yzf'(u):2u
du

FOO= 0N =(3x) =4x*  F'() =1x

u=gir)

Piugnnandes
u

y= flu)

(0 =1y(.rn)

O IR

&
a /'s 2 3
a0
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“innere Ableitung”

g’(xo):%
f'(uy) =2u,
F'(x0) = 2uq -

“dussere Ableitung”

1 1 1
Z=2-2xp ==
2 2 2

1x
270



1. Beweis der Kettenregel (sofern Au # 0)

Aus der Gleichung der Sekantensteigungen

A
Au & &y folgt durch Grenzubergang
AX Au AX
du dy dy
dx du dx
dy _dy du

F'(%) = F'(9(X))-9(%) dx du dx

Kettenregel (1. Formulierung):

dy _dy du

dx_a dx

Die Ableitung einer zusammengesetzten Funktion ist gleich dem Produkt aus der
"&usseren” und der "inneren" Ableitung".

Kettenregel (2. Formulierung):

Ist g an der Stelle xo und f an der Stelle u, = g(x,) differenzierbar, so ist auch die

zusammengesetzte Funktion F mit der Gleichung F (x)= f (g(x)) an der Stelle xo
differenzierbar und es gilt:

2. Beweis mit dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung (fakultativ).

Wir setzen zusétzlich voraus, dass die innere Funktion g in einer Umgebung Uz von Xo und
die dussere Funktion f in einer Umgebung Uz von g(Xo) differenzierbar sind und dass zudem g
an der Stelle xo und f an der Stelle ug = g(Xo) stetig differenzierbar sind (d.h. dass die
Ableitungen an diesen Stellen stetig sind).

Die Kettenregel 1asst sich nun mit dem Mittelwertsatz beweisen:
Fir x e Uz gibt es ein X1 zwischen Xo und x mit

Au = g'(xy) - Ax und

fur u € Uz gibt es ein uz2 zwischen uy, = g(x,) und u mit

Ay = f'(uy) - Au. Also gilt:

Ay = f'(uy) - A4u = f'(uy) - g'(x1) - Ax und nach Grenziibergang
F () = lim 2 = lim £'(4,)9'(%) = £'(U)g'(x,).
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Beispiele:
1.

(sin(3x))' = cos(3x)-3

g:X—>Uu=x? innere Funktion

f.u—>y=sinu aussere Funktion
2.

(sin3 x)' =3sin’ x-COS X

3.
(sin(x3)),=cos(x )'3x2
4,
' 2
In(1+x2)) :1+))((2
5.
( rz—xz),:— X X
r’ —x? y

!

(%-(cos3 X —3C0S x)) =sin® x

7. Idee: Basis 2 auf Basis e zurlckfihren

du _
dx
dy
du

3% innere Ableitung (u nach x ableiten)

=cosu  &ussere Ableitung (y nach u ableiten)

Im Zahler steht die Ableitung des Nenners

Geometrische Interpretation: die Kreistangente steht

auf dem Beriihrungsradius senkrecht

(2*)' =((e'”2)x)’ = (" }=In2-e"** =In2.2"

Allgemein:

!

.(ax) =Ina-a* a=#l,a>0

Ableitung der Exponentialfunktion

Zu unterscheiden:

x%: Potenzfunktion die Basis ist variabel, der Exponent ist ein gegebener Parameter
a*: Exponentialfunktion die Basis ist ein gegebener Parameter, der Exponent ist variabel
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b)
Mit zunehmender Routine wird man in einfachen Féllen die Kettenregel direkt anwenden:

' 1 —=)\ 1 2
+ &) 24/x 4X_3) 2.J4x-3  J4x-3
' 1 4 1 1
5 (In X) :; (In(a—X)) :—E:ra

c)

Verkettung mit mehr als 2 Funktionen

!

X 1 1 1 1 1 1 . X
1. | In| tan| = == — = — =— =—— mitu==
2 2 cos?u tanu 2sinucosu sin(2u) sinx 2

2. (sinz(cot))’ = 2w sin(wt) cos(ot) = o sin(2ot)

d)
In den folgenden Beispielen wird die Kettenregel mit der Produkt- bzw. der Quotientenregel
kombiniert.

1. (e_ZJ = [—xe_ZJ = (x2 —1)e_7 Gaussverteilung, Normalverteilung
2. (¥ -e‘x)' =e - (2x-x) auch mit der Quotientenregel
3 (X 3_X) _6-3x _3-(2-x)

J3-x  3-x

!

4. (x*) =(e¥™) =e™™ .(Inx+1)=x"-(Inx+1)

€)
Bei der Ableitung von Logarithmusfunktionen konnen die Logarithmengesetze eine
Vereinfachung bringen:

!

(i) =G =15 -

Im folgenden Beispiel wird die Kettenregel mit der Summenregel kombiniert:

’ 2
2. (In(x+\/x2 +1)) = 1 .(1+ X J: 1 A+vxf+1l 1
X+/x* +1 VX2 +1) x4+l X+l X241
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Ubungsaufgaben zur Kettenregel:

Repetitionsaufgaben zu den Ableitungsregeln:
Gesucht sind die Ableitungen der folgenden Funktionen:

Losungen der Ubungsaufgaben:

1
—-X

1.322%In(2) 2. -3 gin(x) In(3) 3.¢2 «x

Losungen der Repetitionsaufgaben:

1.2x 2.2x+e* 3.eX-x-(x+2)3. 4.-e-x-(x—2) 5 —2x-e*
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Erganzung: Ableitung von impliziten Funktionen (fakultativ)
explizite Funktion: y = v/x implizite Funktion: y? = x

Statt die Ableitung aus der expliziten Gleichung zu bestimmen, kann auch die implizite
Gleichung nach der Kettenregel abgeleitet werden.

Beispiele:
. 1 1
1. Wurzelfunktion y? = x 2y-y'=1 o = =
y y-y y 2y~ 2dx

2. ax+by+c=0 a+by' =0 y':_%
3. (x) =2

y=Xx" logarithmiert

Iny=x-Inx Y x4l y'=y(Inx+1)

y

(xx)’ =x*(Inx+1)
4. Kreisgleichung

X2 +y?=r’ 2x+2y-y' =0 y’:-5
y
geometrische Interpretation: Die Tangente

steht auf dem Beruhrradius senkrecht.
5. Ellipsengleichung

2
b2X2+a2y2 — a?p? 2b2x+2a2y-y':0 y,:_b2X
ay
6. (arctan x)' =7
y=arctanx <> x=tany 1=(tan y)'-y’
yo_ Lt 1 1
, (tan y)' 1+tan’y 1+x°
(arctan x) =——
1+Xx
7. (arcsin x)' =7
. . , . 1 1
y=arcsinx<>x=siny 1l=cosy-y (arcsinx)' = = — =
cosy cos(arcsinx) . 1_x2
(arcsin x)' =
1-x?

Die Ableitungsregel fiir die Umkehrfunktion wird im Kapitel Analysis 2 behandelt.
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