6. Weitere Ableitungsregeln

Die Ableitung einer Summe ist gleich der Summe der Ableitungen. Gilt eine entsprechende
Vertauschungsaussage auch fur das Produkt?

Test an einem Beispiel:

(x-(x? +1)) =(x*+x) =3x? +1%1-2x Die Ableitung eines Produkts ist nicht gleich
dem Produkt der Ableitungen
Stattdessen gilt:

Satz:
Voraussetzung: Die Funktionen f und g sind in einem Intervall | differenzierbar
Behauptung: (f -g)' =f.g+f-g Produktregel

Beweis:

Sei F(x)=f(x)-g(x). Die erste Ableitung von F ist als Grenzwert der Sekantensteigungen
(des Differenzialquotienten) definiert:

F'(x) = lim F(x, +h)—F(x,) —lim f(x, +h)-g(x, +h)=F(x,)-g(x,)

h—0 h h—0 h

Es wird nun ein geeigneter Term eingeschoben, ndmlich —f (x,)- g (X, +h)+ f (x,)-9 (%, +h)

f(XO+h)~g(XO+h)— f(x0)~g(XO+h)+ f(Xo)'g(Xo+h)_ f (Xo)'g(xo)
h

F(x,) = ng( f (%, +hr?— f (%) g(x, +h)+ T (x,)- 9(x, +h)- g(xo)j

h
F’(Xo): f’(Xo)’ g(x0)+ f(Xo)' gl(xo)

F(x,) = lim

Bem.:
e Die Grenzwerte dirfen summanden- bzw. faktorenweise gebildet werden.
e Da die Funktion g differenzierbar ist, ist sie auch stetig.
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Beweisvariante (die Notation wurde verandert)

Das Produkt der Faktoren u(x) und v(x) kann als Flacheninhalt f(x) = u(x) - v(x) eines
Rechtecks dargestellt werden.

Wird x um dx verandert, so verandert sich die Breite um Au und Av. Der Flachenzuwachs
(gefarbte Rechtecke) betragt Af = u(x) - Av + v(x) - Au + Au - Av

Av

v(x)

w(x) Au
Fur den Differenzenquotient gilt damit:
f(x+Agc))C—f(x) =u(x)-Av+v(9Aczc-Au+Au-Av=u(x)_2_;7+ V(x)'i_Z"'i_l;'Av
Wegen
Al)icr_r)lo i_z =v(®) Alaicr—r>lo i_z =v'() Alyicr—l;lo fv =

Folgt daraus die Produktregel.
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Beispiele:

1.
1

(x-Inx) =1-Inx+x-==Inx+1
X

2.

!

(ezx) = (ex .ex) =e*.e¥+e¥. e =2e% Hinweis auf die —Kettenregel

3.
Kombination mit der Konstantenregel

(sin(2x)) = (2sin xcosx) = 2-(sin xcosx) = 2-(cos x-COSX —sin X -sin X) =
2-(cos? x—sin? x) = 2- cos(2x)

4,

(sin? x)' =2-sinX-cos X —> Kettenregel

5.

Man wird nicht jedes Produkt mit der Produktregel ableiten:

(2x-1)-(x* =2)) =(2x* —x* —4x+2) =6x>~2x—4  ausmultiplizieren
6.

Verallgemeinerung der Produktregel auf mehrere Faktoren

(f-g-h) =((f-g)-n) =(f"g+f-g)-h+(f-g)-h
(f-g-h) =f.g-htf-g-h+f-g-h’

Jeder Faktor wird also genau einmal abgeleitet.
Der Spezialfall f = g = h fuhrt auf

(f°) =3- 2.
und durch induktives Schliessen auf die verallgemeinerte Potenzregel:
(F") =n- 7t neN —Kettenregel

)
(3x-12°) =10-(3x -1y’ -3
8.

(cos* x) —4-cos® x-sin X
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Ubungsaufgaben:
a)
' x-1

((X—3)'\/;) Z% _X
b)

" 2Inx
In®x) =
] =2"
c)
(xz-(lnx—l))’ =x-(2Inx-1)
d)
(x-e*) =(x+1)-e" hohere Ableitungen f ™ (x) = (x+n)-e”
€)
(xzex) :(x2 +2x)-eX héhere Ableitungen f ™ (x) :(x2 +2nx+n-(n—1))-eX
f)
(sinx-(1+cos x))' =2c0s” X +€0s X —1 (cos? X)' = - sin (2x)
9) '
(cos® x) =—sin(2x)
h)
(e* -sinx) =e*(sin x+cosx)
i)
Bad jokes:

(sin2 X + C0s’ x), = (1)' =0 (sin2 X + €0s® x),: (1)'=0

(tanx-cotx) = (1)' =0
(cosx-tanx)' = (sin x)'=cos x
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