3. Ableitungen, Integrale

Ableitung der Exponentialfunktion

Differenzenquotient der Exponentialfunktion:
ﬂ_ e><0+h _exo % eh _1
AX h

h
Substitution e —1= 1
n

Q(h, exp(h))
Wegen e" :1+% bzw. h = In(1+%) gilt:
1
n

ﬂ:eX()' — g 1

AX In(1+ 1] In(1+ 1)
n n

Differentialquotient

1 h
f/(x,)=e"- =e’ PO.1) 4

{12

nach Anwenden der Grenzwertsatze fiir ein
Produkt bzw. fur einen Quotienten. Ausserdem
sind Limesbildung und In vertauschbar.

[ &

Damit gilt:
(ex) =e" bzw.

Iexdx =e*+c

Beispiele:

e”) =k-e“ bzw. im Spezialfall k = -1

!/

(
(
(ax) - (e'”“) =Ina-e"* =Ina-a* was die Vorzugsrolle der Basis e erklart.
(

e*-cosx) =e*-(cosx—sinx)
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Ableitung der Logarithmusfunktion

Differenzenguotient der Logarithmusfunktion:

ﬂzln(x(ﬁh)—lnx0 —l-ln(xﬁhj:%-m(ﬂﬁ]

AX h T h h

X N :
Substitution F"=t. Fir h — 40 gilt t » +o0

t
ﬂ:l-ln(ulj:i-ln(ulj
AX X, t) X t
Differentialquotient:
t t

f'(x)= Iimi-ln[u}) L Iim(l+}j L ne=t

t—w XO t XO t—o0 t XO XO
Fir die stetige Funktion In sind Limesbildung und In vertauschbar.

Herleitungsvariante mit der Inversenregel:

y = f(x)= f'(x)=e" aufgeldst nach x:
x=Iny

—

- 1 1 1
(Yo)=—7—<==c=— Yo>0und
’ f (Xo) e’ Y
damit nach Vertauschen der Variablen
xundy:

ro 1
Inx) == x>0
(nx) 9 X >

Fir negative x ist In (-x) definiert und es gilt
nach der Kettenregel:

(In(—x))' L v<o

X

Zusammenfassend gilt:

v 1
(In|x|) = x =0 bzw.

dx
j—:ln|x|+c
X
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Basiswechsel

(log, x)' =7
y =log, x ist gleichbedeutend mit x = a’
Logarithmiert man diese Gleichung zur Basis e so erhélt man:

y-Ina=Inx und damit

1
y=—-:-/Inx
Ina
(Ioga x)' :(i.m Xj =il
Ina Ina X

Verallgemeinerte Potenzregel:

(Xa)’ _ (ea<lnx), — ea~lnx E =X E —a- Xa—l

X X
nicht zu verwechseln mit der Regel fir Exponentialfunktionen
! ! X
: . a
(ax) :(e'””) =Ina-e"* =1Ina-a* J'axdx:I +C
na

() =v2-xaber (vZ*) =" In(v2)
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Beispiele zur Integration:

3

J'%=In|x”3 _In3-I2=In>
X 2 2

-2

j%:ln|x”72 _In2-In3=In2

% X -3 3

Logarithmische Integration:

Nach der Kettenregel gilt: (In(g(x))) === g(x)# 0 und damit

I—Z ((:(()) dx=1In|g(x)|+c Logarithmische Integration

Lasst sich also der Integrand so umformen, dass im Zahler gerade die 1. Ableitung des
Nenners auftritt, dann kann eine Stammfunktion einfach gefunden werden.

Beispiele:

j Xex dx:ln(ex+l)+c

e*+1

I dx=In|lnx|+c x>0,x=1
xIn x

Erganzung:
Die Logarithmusfunktion kann auch als "fehlende" Stammfunktion wie folgt definiert
werden:
Inx:= at x>0
1
Daraus lassen sich alle grundlegenden Eigenschaften herleiten.
Da die Exponentialfunktion die Umkehrfunktion der Logarithmusfunktion ist, erhdlt man mit
der Regel fir die Ableitung der Umkehrfunktion:

N T T
f(yo)_f'(xo)_l_xo_ey
XO

!

erneut die 1. Ableitung der Exponentialfunktion zu (ex) =e

X
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