Gebrochen rationale Funktionen

1. Einfihrende Beispiele, Definitionen

Definition
Eine Funktion F heisst genau dann gebrochen rational, wenn sie als Quotient zweier
Polynomfunktionen dargestellt werden kann, d.h. F I&sst sich in der folgenden Form
darstellen

F(x) = ) wobei f und g Polynome sind.

9(x)
Beispiele:
F(x)=21x*-1x*+x-1 ganzrationale Funktion, Polynomfunktion 3. Grades.
2
B: F(x)= X2 i gebrochen rationale Funktion
X —
sin x . . :
B: F(x)= keine gebrochen rationale Funktion
1+ cosx

Im Unterschied zu den Polynomen kdnnen Definitionslicken auftreten.

Beispiel 1:
F(x) = 1 X#0 .
X ;

Néhert sich x der Definitionslicke 0, ‘41
so werden die Betrége der Funktions- 11
werte schliesslich grosser als jede noch
S0 grosse positive Zahl. Die
Definitionslicke x = 0 heisst Polstelle.
An der Polstelle wechselt in diesem

Beispiel die Funktion das VVorzeichen

(abgekirzt: VZW an der Stelle x = 0).

Der Graph der Funktion kommt

der y-Achse schliesslich beliebig nahe, \ =2
wir sagen: "

—

Der Graph hat an der Polstelle x =0 L
eine vertikale Asymptote. ,

Fur betragsgrosse x werden die Betrédge der Funktionswerte schliesslich kleiner als jede noch
so kleine positive Zahl. Dies bedeutet geometrisch: Der Graph der Funktion kommt der x-
Achse beliebig nahe. Wir sagen: Die x-Achse ist horizontale Asymptote.

01_gebraf_einf_Beispiele 18.12.2024/ul



B2:
F(x)—L X#3
3

Der Graph der Funktion entsteht aus dem von B1
durch Translation um 3 Einheiten in positiver x-
Richtung. Die Polstelle kommt dadurch an die

Stelle x = 3 zu liegen.
B3:

F(x):ZX_S:L+2 X #3

Xx-3 x-3

Der Graph der Funktion entsteht aus dem von B2

durch Translation um 2 Einheiten in
y- Richtung

Horizontale Asymptote mit der Gleichungy =2

(Parallele zur x-Achse).

B4:

F(x):i2 X#0
X

Pol der Stelle x = 0 ohne VZW.
Vertikale Asymptote an der Polstelle.
Die x-Achse ist horizontale Asymptote

B6:

F(x) = X2 -1

X+1

B5:
F(x)=

Pol an der Stelle x = 3 ohne VZW.
Vertikale Asymptote an der Polstelle.
Die x-Achse ist horizontale Asymptote

F stimmt mit Ausnahme der Definitionsliicke -1 mitg(x) = x—1 Uberein. In diesem Fall ist
also die Definitionslicke keine Polstelle. Man sagt, die Funktion F ist nach x = -1 stetig

fortsetzbar.
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Definition:

Eine Definitionsliicke x, einer Funktion F heisst Polstelle von F, wenn in einer
Umgebung von X, die Betrage der Funktionswerte Uber alle Grenzen wachsen.

Bemerkung:

Der Graph der Funktion F kommt der Geraden x = X, beliebig nahe. Diese Gerade heisst
vertikale Asymptote des Graphen.

Satz:

Die Polstellen einer gebrochen rationalen Funktion F(x) = % (f, g Polynome)
g(x

sind bei den Nullstellen des Nenners zu suchen, die nicht zugleich Nullstellen des

Zahlers sind:

Es gilt also die folgende hinreichende Bedingung:

Ist g(Xo) = 0 und f(Xo) = 0 dann ist Xo Polstelle der Funktion F.

Bemerkung:
Ist die Nennernullstelle von ungerader Ordnung, so wechselt F an der Stelle x, das

Vorzeichen, bei gerader Ordnung nicht.

Eine Formulierungsvariante:

Definition:
Eine Definitionsliicke x, der Funktion F heisst Polstelle von F, wenn sich F in der
folgenden Form darstellen lasst:

F(x) :h(—x)n mit h(xo) # 0

(X_Xo)

Bemerkung:

Ist n gerade, dann wechselt F an der Polstelle das VVorzeichen, fiir ungerade n nicht.

B: F(x)= x%tl Nullstelle mit VZW an der Stelle x = 0, Polstelle mit VZW
an der Stelle x = -1

B: F(x)= (x N 1)2 Nullstelle mit VZW an der Stelle x = 0, Polstelle ohne

VZW an der Stelle x = -1
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Entsprechend gilt fur die Nullstellen einer gebrochen rationalen Funktion:

Satz:

Die Nullstellen einer gebrochen rationalen Funktion F(x) = Y (f, g Polynome) sind
X
bei den Nullstellen des Zahlers zu suchen, die nicht zugleich Nullstellen des Nenners

sind:
Es gilt also die folgende hinreichende Bedingung:

Ist f(Xo) = 0 und g(xo) # 0 dann ist xo Nullstelle der Funktion F

Beispiel:
F(x)=

X3

(x2 =1)-(x+2)"

Nullstelle 3. Ordnung an der Stelle x = 0 mit VZW

Polstelle bei x = 1 bzw. x = -1 von 1. Ordnung mit VZW,
Polstelle bei x = -2 von 4. Ordnung ohne VZW.
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