Volumen von Rotationskdrpern

Die Flache zwischen der stetigen
Kurve y = f(x), der x-Achse
und den Parallelen x = a und

x = b erzeugt bei Rotation um
die x-Achse einen sogenannten
Rotationskorper. Gesucht ist das
Volumen dieses Kdrpers.
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Wir teilen das Intervall [a, b] in n Teilintervalle der Breite Ax (Skizze: n = 5). Wir ersetzen
die im k-ten Teilintervall liegende Flache durch ein Rechteck mit der Hohe f (x,) und der

Breite Ax. Bei Rotation um die x-Achse erzeugt dieses Rechteck einen Zylinder mit Radius
f (x,) und der Héhe Ax. Fiir das Volumen des aus n zylindrischen Scheiben bestehenden

Treppenkdrpers gilt dann:
Vi =Zn:7z- f2(x,) Ax
Das \;Bllumen V des Korpers ist dann definiert durch:
V= r!imznlzz-f 2(X,) AX
7%

Der Grenzwert dieser Summe kann nach Definition des bestimmten Integrals in der folgenden
Form geschrieben werden:

Y, :jlmfz(x)dx:mj f 2(x)dx

Volumen eines Rotationskorpers bei Rotation um die x-Achse
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Beispiele:

Kugelvolumen

Die Gleichung der Randkurve / , \\ Plz.v)
x? + y? = r? ist nach 4 AN\
nach y? aufzuldsen: -

y2=r2—x2

V = nj(rz —xz)dx = 27r-j(r2 —xz)dx
-r 0

r 3
Y (P B P S
. 3 3

Nach der so genannten Fassregel von Simpson gilt fiir das Volumen eines Korpers
néherungsweise:

V=%th-(G+4M +D)
wobei G: Grundflache, M Mittelflache, D: Deckfléche

Der Test zeigt, dass fiur das Kugelvolumen diese N&herungsformel sogar exakt gilt:

V=1-2r-(0+4rr’+0)=47r°

(o2}

Volumen eines Paraboloids

Das von der Parabel y = ax begrenzte Flachenstiick erzeugt bei Rotation um die x- Achse
ein so genanntes Paraboloid.

Der Parameter a ist so zu wéhlen, dass die Parabel durch den Punkt P(h, ) geht:

r
r=avh a=—
T
h X2 h
Y, =ﬂja2-XdX=ﬁa2-—
0 2 0
r’ h> 7zr*h
= — =
h 2 2
2
V = zrh Volumen eines Paraboloids
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Volumen eines Kegels

Skizze:h =9, r =6 v
C Plh.r)

Das Dreieck ABP erzeugt bei
Rotation um die x-Achse einen
Kegel.

Gleichung der Randkurve:

o 3 olA ¢ 2 1 4 5 6 7 L

Volumen eines Kegels

Vergleicht man in den folgenden Beispielen die Inhalte der rotierenden Flachen und die
erzeugten VVolumen so ergibt sich die folgende Zusammenstellung:

Korper Anteil der rotierenden Flache Anteil Volumen
Zylinder 1 1
Kegel 3 3
Paraboloid 2 1

Flachenstiicke, die naher bei der Drehachse liegen erzeugen kleinere Volumen als gleich
grosse aber weiter entfernte. Es gilt ndmlich die sogenannte

Guldin’sche Regel:

Das Volumen eines Rotationskorpers ist gleich dem Produkt aus dem Inhalt der rotierenden
Flachen und dem Weg des Schwerpunkts.

Die y-Koordinate des Schwerpunkts S, im Dreieck APC ist doppelt so gross wie die des
Schwerpunkts S; im Dreieck ABP. Das vom Dreieck APC erzeugte VVolumen ist also doppelt
S0 gross wie das vom Dreieck ABP erzeugte Volumen.

Mit der Guldinschen Regel kann der Schwerpunkt eines Halbkreises bestimmt werden:

dxr? Kugelvolumen
ixr? Inhalt des Halbkreises
21y Weg des Flachenschwerpunkts
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ar®=1ixr?.2ry, Guldinsche Regel
Ys =3--r=042-r y-Koordinate des Schwerpunkts

wl|s

Die Formel fiir das Volumen einer Kugel war bereits Cavalieri bekannt, nach dem folgenden

Prinzip von Cavalieri:

Stehen zwei Korper auf derselben Ebene und werden sie von jeder Parallelebene in
flachengleichen Figuren geschnitten, so haben sie denselben Rauminhalt.

Fur die Kugel fuhrt die folgende Idee auf die Volumenformel:

Von einem Zylinder mit Radius r und Hohe r wird der einbeschriebene Kegel subtrahiert.
Zeige: Dieser Korper und eine Halbkugel haben die gleiche Querschnittsfunktion.

Halbkugel:
Der Querschnitt in der Hohe x ist ein Kreis mit Radius p und dem Inhalt zp* = 7z(r2 - x2)

Vergleichskorper:
Der Querschnitt ist ein Kreisring mit den Radien r und x und dem Inhalt: 7z(r2 — x2)

Da die beiden Schnitte flachengleich sind, folgt nach dem Prinzip von Cavalieri, dass das
Volumen des Vergleichskorpers gleich dem VVolumen der Halbkugel ist.
Volumen des Vergleichskorpers (Differenz der Volumen eines Zylinders und eines Kegels.

2
Tre-r
3 =%7rr3.

Damit ergibt sich erneut das Kugelvolumen.

AV =zxr?.r-
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Kugelsegment der Hohe h

Wahl eines geeigneten Koordinatensystems:
Der Kreis mit Mittelpunkt M (0,0) und :
Radius r wird um r in X-Richtung verschoben. . o7

Die Gleichung des verschobenen Kreises:
(x=r)’ +y?=r?
wird nach y? aufgeldst:

y? =2rx—x’

h

3 2
=7r(rh2 —%J = ﬁg -(3r-h)
0

V= ;r'h[(er— X2 ) = 7z(rx2 —X?Sj

0

V =1rzh*-(3r-h) Kugelsegment der Héhe

Kontrolle:
Im Falle h = 2r ergibt sich erneut das Kugelvolumen.
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Volumen eines Torus

Ein Kreis mit Mittelpunkt M(0/a) und Radius r < a erzeugt bei Rotation um die x-Achse einen

sogenannten Torus.

Grafik - Wikipedia

Gleichung der Randkurven:
oberer Halbkreis: -

y,=a+~vr’—x* =a+b mith = Vrz — x2

unterer Halbkreis

y,=a-+vr’—x* =a-b

daraus ergibt sich (*)

MO, a)

i —y2 =(a b}’ (a-b)’ = dab= a7

und schliesslich
V = 27zj'4a-\/r2 —x2dx = 2n-4aI\/r2 —x2dx
0 0

2
=2r-4a-—
4

Das Integral entspricht dem Inhalt eines .

()

Viertelskreises mit Radius r.

V =r’r-2ar Volumen eines Torus

Der Guldin’schen Regel entsprechend ist das Volumen des Torus gleich dem Produkt aus dem

Inhalt der rotierenden Flache und dem Weg des Flachenschwerpunkts.

zu (%)

Hin und wieder wird féalschlicherweise als Integrand (y1 -y, )2 gewahlt (falsche Analogie zur

Formel flr die von zwei Kurven eingeschlossene Flache). Dies wirde im Widerspruch zur
Guldinschen Regel ja bedeuten, dass der Abstand der rotierenden Flache keinen Einfluss auf

das Volumen hat.
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Ubungsaufgaben

1.
Volumen eines Ellipsoids:

The volume of the solid obtained by revolving the region enclosed by the ellipse
x> +9y® =9is ...

-j(g—xz)dx:

0
3 3
(9x—3-x* | =4x

V=2

©l§
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2.
Volumen eines Kegelstumpfs

Das von der Randkurve

(R—1)
y=f=—
im Intervall [0, h] begrenzte Gebiet erzeugt bei der Rotation um die x-Achse einen

Kegelstumpf mit dem Volumen

h _ 2
V=7T-f0 <(th)-x+r> dx

R —17)2 rh (R — h h
=" Qf xzdx+u-f2xdx+r2-fdx
h? 0 h 0 0

B (R-r)?% h® r-(R-71)
- (S 54 82D

x+r

-h2++r2-h>
h
=%-(R2+R-r+r2)

Kontrolle:
Im Spezialfall » = 0 ergibt sich erneut das Kegelvolumen.
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