Volumen von Kérpern mit bekannter Querschnittsfunktion

Die Berechnung des VVolumens von Korpern ist ebenfalls moglich, wenn die
Querschnittsfunktion Q bekannt ist.

Ein Korper, der zwischen den Ebenen x = a und x = b liegt, wird fir jedes x €[a, b] mit
Normalebenen zur x-Achse geschnitten. Q (x) sei der Inhalt der Querschnittsflache an der
Stelle x. Gesucht ist das Volumen dieses Korpers.

Das Intervall [a, b] wird in n Teilintervalle der Breite Ax geteilt. Die n + 1 Normalebenen
durch die Grenzen der Teilintervalle zerlegen den Korper in Scheiben der Hohe Ax. Der im
k-ten Teilintervall liegende Teilkdrper kann durch einen zylindrischen Kérper mit der
Grundflache Q(x«) angenéhert werden, wobei Xk eine beliebige Stelle im k-ten Teilintervall
bedeutet.

Fur das Volumen 1}, dieses aus n zylindrischen Scheiben bestehenden Treppenkdrpers gilt:

V, =3 Q(x,) Ax

Das Volumen V des Korpers ist dann definiert durch:
V =1im > Q(x,) AX
n—oo k=1

Der Grenzwert dieser Summe kann nach Definition des Bestimmten Integrals in der
folgenden Form geschrieben werden:

b
V= jQ(x)dx Volumen des Kdrpers mit der Querschnittsfunktion Q(x)

a

Das Resultat stimmt tiberein mit der Formel zur Berechnung des Volumens von
Rotationskérpern, fiir die gilt

Q) =7 f*(x)

Herleitungsvariante:
Es ist zu zeigen, dass Die Volumenfunktion differenzierbar ist und dass gilt:
’(x) = Q(x)d.h.V isteine Stammfunktion von x.
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Beispiele, bei denen die Querschnittsfunktion Q(x) angegeben werden kann:
Das Volumen des Tetraeders

Ein Tetraeder wird von 4 gleichseitigen Dreiecken begrenzt. Es kann durch Verbinden
geeigneter Ecken eines Wurfels dargestellt werden.

In der Abbildung rechts ist der Grundriss des Tetraeders ABCD mit der Grundflache ABC in
der xy-Ebene dargestellt. Legt man einen geeigneten Schnitt in die Grundebene um, so
entsteht das gleichschenklige Dreieck CED, wobei die Tetraederseite gleich der
Flachendiagonalen des links dargestellten Wirfels ist. Die Schenkel sind gleich der Hohe des
gleichseitigen Dreiecks.

Nach Pythagoras gelten fir das gleichseitige Dreieck mit der Seite a die folgenden Formeln
V3

Hohe: h=7-a

Flacheninhalt G = 73 - a?

Die Tetraederhéhe h kann im Dreieck
DFE nach Pythagoras berechnet
werden:

R=p2_l.p2=8.p2
9 9
oder
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Ein Schnitt des Tetraeders im Abstand z
von D ergibt als Schnittfigur ein
gleichseitiges Dreieck mit der Hohe Xx.
Dieses wird bei einer zentrischen
Streckung mit Zentrum D und Massstab k
in die Grundflache abgebildet wird.

Da bei ahnlichen Figuren das Verhaltnis
entsprechender Strecken konstant ist gilt:

D

-~y

Fur das Flachenverhéltnis gilt damit

L2 = G(2) _ z2

G h*?

ZZ ('.
G(Z) = F G

Flr das Tetraedervolumen V gilt damit
W g2 G o1 G

f -Gdz=—[l-z3] ==-—-h"
0 *

h*z h 213 0 3 h*z
1 13 V3 V2
——.GC-h==-—.q2. 8. 2. 4=2g3
3 3 4 9 2 12
2 :
V= %cﬁ Volumen eines reguldaren Tetraeders

Die beiden folgenden Probleme sind geometrisch anspruchsvoller
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Gemeinsames Volumen zweier Zylindermit gleichem Radius, die sich senkrecht
durchdringen.

Grundriss Seitenriss

Die Querschnittsflache im Abstand x von der yz-Ebene ist ein Quadrat, dessen Eckpunkte auf
den Schnittlinien der beiden Zylinder liegen. Die Quadratseite ist 2y, wobei

x% 4+ y% =7r? oder bzw.y? = r? — x?

Damit gilt fur die Querschnittsflache:

QU = (247 7| afrt )

und fir das Volumen:
V= 2.r[4(r2 —xz)dx=8j‘(r2 —x*)dx =8(r2x—)§J
0 0

r

16 -3
3 T

0

vV=2r® Gemeinsames Volumen zweier Zylinder
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Volumen eines Tonnenkreuzgewdlbes

-
{ x
| |
| »\ |
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|/ '
Ly L -t
|
Lo — _J
Iq—- 20—

Wird der Kérper in der Hohe x geschnitten, so entsteht ein Quadrat mit der Seite 2a, an dessen
Ecken ein Quadrat mit der Seite y = a—+/a® —x* fehlt. Damit gilt mit:
y>=a’-2ava’®-x* +a*-x’

Q(x) = 4(a% — y?) = 4(2av/a? — x? + x? —a?)

\Y :4-2a-j‘\/a2 —xzdx—4-j.(a2—x2)dx
0 0

a

a 3
% =4-2a.[\/a2 —xzdx—4(a2x—%j
0 0

Das erste Integral ist gleich dem Inhalt eines Viertelskreises mit Radius a
2 3
v —ga.72 —4(a3 _a_j =4a3(£_2j
4 3 2 3

V= 4:;13(E -~ —j Volumen des Tonnenkreuzgewolbes

Ergebnis:

Das Volumen des Tonnenkreuzgewdlbes macht tiberraschenderweise etwa 90% des
umbeschriebenen Quaders aus.
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Volumen eines Hufkorpers

Schneidet man den Koérper im Abstand X, so
entsteht ein Rechteck mit den Seiten 2y und z.

Nach dem Strahlensatz gilt:

z h h

—=— oder z=—-x

X r r

Wegen y =+/r* —x* ergibt sich
Q(x)=22y:2—3h-x- r’—x?

und damit das VVolumen zu

ac
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