7. Bestimmtes Integral und Flacheninhalt

In diesem Abschnitt soll der Zusammenhang zwischen dem bestimmten Integral und dem
Flacheninhalt untersucht werden.

In diesem einfuhrenden Beispiel sind die folgenden bestimmten Integrale zu berechnen:

)

5 =COSX

(1) jsin xdX = —COS X
0

2r
7 = oS X

2
2 Isin xdx = —Cc0os X 7y =—2

2z 0
o =cosx, =0

2z
3) _[sin Xdx = —C0s X
0

Satz:

1

Ist in einem Intervall der Integrand nicht negativ, so gibt das bestimmte Integral den Inhalt des
von der Kurve y = f(x), der x-Achse und den Parallelen x = a bzw. x = b eingeschlossenen
Flachenstiicks an. vgl. (1)

2

Ist in einem Intervall der Integrand negativ, so gibt das bestimmte Integral den mit dem Faktor
(-1) multiplizierten Flacheninhalt an. vgl. (2)

3

Hat ein bestimmtes Integral den Wert 0, so bedeutet dies, dass die oberhalb bzw. unterhalb der
x-Achse gelegenen Flachen denselben Inhalt haben.

Der Satz folgt aus der Definition des bestimmten Integrals. Im Falle (2) ist jeder
Summand f (x; ) -Ax negativ.

Aufgabe:
Die folgenden bestimmten Integrale sind mit geometrischen Uberlegungen zu berechnen.

2

a) J.f(x)dx:z Dreiecksinhalt 2
:

b) j f(x)dx=—-6  Trapezinhalt 6
;

¢) [f()dx=2-6=—4
0

8
d) [ f()dx=2-6+3=-1
0

&) [ ()ldx =1+2 =3
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Bei der Berechnung von bestimmten Integralen ergeben sich flir symmetrische Graphen
folgende Vereinfachungen:

Es sei der Graph Gr axialsymmetrisch zur y-Achse, d.h. es gilt f (—x)= f (x) im Intervall

[~a,a]

T f(x)dx:Z-Tf(x)dx

-a 0

|
|
|
|
Es sei Gt zentralsymmetrisch zum Nullpunkt, d.h. es gilt f (—x) = f (x) im Intervall [—a, a]

j f(x)dx=0
Oberhalb bzw. unterhalb der x-Achse T
liegende Gebiete haben den gleichen ‘
Inhalt. | . \

Beispiele:

2 2 2 2 2

J’(2x+3x2 —x3)dx = J.(Zx—x3)dx+ I3x2dx :O+2-I3x2dx =2.x% =16

-2 -2 -2 0 °

Der Integrand wird in zwei Summanden zerlegt. Der Graph des 1. Summanden ist
zentralsymmetrisch, der des 2. axialsymmetrisch.

Cotdx b, x4 :
Why ist I—Z:Ix dx=—/] =X ‘1 =—2 obviously wrong?
SX5 -

-1
Die Stelle x = 0 ist eine Polstelle. Deshalb ist das bestimmte Integral nicht definiert.
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8. Flachen zwischen zwei Kurven

Die Kurveny = f(x) bzw.y = g(x) und die Parallelen x = a und x = b begrenzen ein
Flachenstiick, dessen Inhalt | zu berechnen ist.

Zusétzliche Voraussetzung:
Im Intervall [a, b] sei f(x)>g(x)>0

Fiir den gesuchten Flacheninhalt | gilt: ! 1
b b b

L= [ £00dx—[g()dx=[(f(x)—-g(x))dx

Bemerkung:

Der Term nach dem Integralzeichen kann als . A

Inhalt eines infinitesimalen Rechtecks der
Hohe f(x) — g(x) und der Breite dx aufgefasst
werden.

Aufgabe:
Welchen Inhalt | hat die von der Parabel mit der Gleichung y = %xz + 1 und der Parallelen

zur x-Achse mit der Gleichung y = 5 begrenzte Flache?

Schnittpunkte:
ix*+1=5 1x*=4 X, =t4

| = T(S—(%xz +1))dx=2-;[(4—%x2)dx

-4

3
12

Bemerkung:

Die Losung wird vereinfacht, wenn die
Symmetrie beachtet wird.

Das Ergebnis ist ein Spezialfall des
folgenden Satzes, der auf Archimedes
zuriickgeht:

4

0

Satz: < Sehme s " Hilhe
Die Flache eines Parabelsegments =2
ist gleich zwei Drittel der Fl&ache des
dem Segment umbeschriebenen

Parallelogramms. (archimedische -
Formel)
A=Zsh >~ | il
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Bei den folgenden Aufgaben ist der Inhalt | der eingeschlossenen Flachen gesucht:

1.
Das "vierblattrige" Kleeblatt.

Zunéachst kann der Inhalt 11 des von der 1.

Winkelhalbierenden y = x und der

Parabel y = x? im 1. Quadranten begrenzten

Flachenstucks bestimmt werden. | ist achtmal
SO gross. Y =t

jg.

1
Das Integral I xdx = 3 kann elementar
0

3t

i X
| 8|18j(x—x2)dx8£%—€
0

o~

—4
3

0

berechnet werden (halbes Einheitsquadrat!)

Zusatzfrage:
Winkel bei der Blattspitze? (36.8°)

2. (ac)

Die Kurve k: y = f(x) = 7x® —x* + x y k w
bildet zusammen mit ihrem Spiegelbild
an der 1. Winkelhalbierenden wy. y = x s
eine blattférmige Figur mit der Spitze S und ~

der grossten Blattbreite AB 7

Gesucht sind

a) die Blattspitze S und der Winkel o bei S
b) die Blattbreite b

c) der Inhalt der Blattflache I b

a)
Aus der Gleichung I B
x* —x*+x =x folgt ’/
>x*-(x—=3)=0 mitden Losungen ’ >
X1, = 0 und x; = 3 und damit S(3, 3). X
Mit f'(x) = x? — 2x + 1 folgt f'(3) = 4 = tan(p)

und daraus @ = 2 - (¢ — 45°) = 61.9°

b

Ir)l B ist die Tangente parallel zu w1. Damit gilt:

f'® =x2—-2x+1=1 mitden Ldsungen x; = 0 und x, = 2

Die Koordinaten von A und B ergeben sich zu B(2, 2) und fiir den gespiegelten

Punkt A(Z,2) Fir die Blattbreite ergibt sich aus der Abstandsformel AB = gx/i

c)

Wegen der Axialsymmetrie ergibt sich die Flache zu

1=2'<f03x—(3lx3—x2+x)dx>=2-<f03(—3ix3+x2)dx>=2-[—3ix3+x2]2=§
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Der eingangs erwéhnte Satz:
b b b
| =j f(x)dx—_[g(x)dx:j(f(x)—g(x))dx
gilt auch, wenn die betrachtete Flache teilweise unterhalb der x-Achse liegt:

Beweis:

Das Flachenstiick kann so um ¢ Einheiten in y-Richtung verschoben werden, dass es ganz
oberhalb der x-Achse zu liegen kommt. Die Gleichungen der verschobenen Kurven heissen
nun:

y = f(x) + c bzw. y = g(x) + ¢ mit geeignet gewahltem c. Bei der Integration der Differenz
fallt die Konstante weg.

1.
Welchen Inhalt hat das von der Parabel p: y =1-1x* und der Parabelsehne A(-2, 0)B(4, -3)

eingeschlossene Gebiet?

Gleichung der Geraden AB:

ot flx)

y=g(x)=-}x+1 i =
4 2 4 _’,’(. . | . ‘~ ) * (
= j (1_ X_j - I g(x)dx P - ' N
) 4 -2 ” \
4 R
x° h
= (X—Ej — j g(x)dx | \ ;
2 | N ]
—0-(-9)=9 \i 5
-3 .-.‘

Das erste Integral hat den Wert 0. Dies bedeutet geometrisch, dass das Gebiet oberhalb der x-
Achse im Intervall [-2, 2] und das Gebiet unterhalb der x-Achse im Intervall [2, 4] gleichen
Inhalt haben. Der Wert des 2. Integrals kann elementargeometrisch bestimmt werden. Es
entspricht dem mit (-1) multiplizierten Inhalt des Dreiecks ABC (das Dreieck liegt unterhalb
der x-Achse).

2.
Inhalt des von den Kurven

y = f,(x)=sinx und /\ )<""'___"“"\-\ e
y=f,(x)=cosx // \ N / y,
e : 5

eingeschlossenen Gebiets. : y
9 / x = \ =G / b
A ' : \ \\ - - //

S_chnlttpunkte. - g /< o
sinx=cosx |:cosXx=0 ' Tr— =
tanx =1

ST” ) R 5z R z
=% X,=%1|= I(sm x—cos x)dx = (—cosx—sin x )| =(cosx+sinx)[\ =22

" 4 4

T
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3.
Die beiden Kurven [ .'

y="f(x)=e* und y=f,(x)=Inx 2

schneiden aus dem Quadrat ABCD das Gebiet
AFGCEHA aus. Wie gross ist sein Inhalt 1?

Aus Symmetriegriinden gilt:
I =25-2K g F
Die x-Koordinate von E ergibt sich aus der
Bedingung e* =5 zux = In5

In5

K=[(5-e)dx=(5x-¢")| =5In5-4 W S .

Liegt die spater hergeleitete Stammfunktion
z.B. aus einer Formelsammlung vor, so ist auch |G F /

folgende Losungsvariante moglich:
5

K :jlnxdx: x-(Inx-1) =5In5-4
1

Damit gilt:
|=25-2:(5In5-4)=33-10In5~16.91

4.

Die Kurve y = e* begrenzt mit der x-Achse und zwei zur y-Achse symmetrisch liegenden
Parallelen ein Flachenstiick. Bestimme den Abstand u der beiden Parallelen von der y-Achse
so, dass die y-Achse den Inhalt des Flachenstiicks im Verhéltnis 1:2 teilt.

ZTede:j'exdx 4 J
-u 0

2(1-e*)=e"~1  Substitution z =e’
2—2: z-1

z
2 -3z+2=(2-1)-(z2-2)=0
mit den LOsungen (z1 = 1) und z2 = 2.
Die Gleichung
z=¢" =2 hatdie Losung u=1In2
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5.

Fur welchen Wert des Parameters a schneiden sich die Kurven ki: y =sin(ax)und ka: y = x*
an der Stelle x = 1 . Welchen Inhalt hat das von den beiden Kurven begrenzte Gebiet 1?

Die Gleichung sina =1 hat die Losung a=Z%

Es ist zu empfehlen, diesen Wert von a erst am
Schluss einzusetzen.

fsn(o0 - )ox={ <242 2]

a
0

_(cosa 1 COSO]

a 3 . a 3 a
_2.1
T 3
6.
Gegeben sind die beiden Kurven
y=f(x)=21-x und

y = f,(x)=a%-+/x wobeia>0.

Es ist zu zeigen, dass die drei Gebiete in der
Abbildung inhaltsgleich sind:

A=A=A
Koordinaten der Schnittpunkte der beiden Kurven:
1
2 2 2 2
1.x"=a"-Jx=a"-x?
Loxt—q?-x =l-x%'-(x%'—a3) =0
a a

Die Losungen x; = 0 oder x, = a? ergeben die

Koordinaten der Schnittpunkte (0,0) bzw. (a?, a®).

Damit ist zu zeigen, dass gilt:

A=A=A =t

2
a 6

a2
—1 2 _1.143
A_L—;J‘X dx =-3%°|
0

Zunachst kann A; + A, berechnet werden:

a2

1
A1+Az=a2-_[x5dx:a2~
0

3
X? 2 3
—| =a .%.a
3
2

0

Da der Inhalt des Rechtecks gleich a® ist, ist die Behauptung damit bewiesen.
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04

N

_2.15 _ 1 A5
=2-a”> woraus A, =3-a’ folgt.
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7.
Gegeben ist der Graph der Funktion f mit der Gleichung f(x) = ix3 im Intervall [0, 2].

Durch die Kurvenpunkt P wird eine Parallele zur x-Achse gezogen. Wie ist P zu wéhlen, dass
die dadurch bestimmten Gebiete inhaltsgleich sind?

Wir bezeichnen die Koordinaten des
gesuchten Punktes P mit P(t,% t3).

Da die beiden Flacheninhalte A1 und A
gleich gross sind, hat das folgende
Integral den Wert 0:

2
Jar -1 dx=0
0

Bei der Integration tber die beiden
Teilintervalle [0, t] bzw. [t, 2] wird
namlich Az positiv, Az hingegen negativ
gezahlt.

2
G -1 dx =1 [( x)dx=1-(x -2 x| =1 (21~ 4)=0
0

O ey N

1
Uns daraus: t3 = % mit der Losung t = 23
1

Damit hat der gesuchte Punkt P die Koordinaten P(ZE,%
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Ubungsaufgaben:

1.
Das von der Kurve mit der Gleichung y = iz x # 0, der x-Achse und den
X

Geraden x = 1 bzw. x = 3 eingeschlossene Flachensttick soll an der Stelle u durch eine
Parallele zur y-Achse in zwei flachengleiche Teile zerlegt werden.

Bedingung:
u 3 u 3 S
[rdx=fodx - =t
1 X * X X, X|,
1 u °
.1 o111
x|, x|, u u 3 _ i - .
3
u=-
2
2.

Der Parameter a ist so zu bestimmen, dass sich die quadratische Parabel y = x*+a und die
Kurve y=cosx an der Stelle x =% schneiden. Welchen Inhalt hat das von den beiden
Kurven bestimmte Gebiet?

Losung:
72_2
a=—-——
4

| =2. (cosx—(x2 +a))dx

3 7
= 2-{sin x—(x—+axﬂ
3 0

3
=2+ 2
6

O C—

06_IR_Integral_und_Flaecheninhalt 27.11.2024/ul



