5. Diskussion von Polynomen 3. Grades

Beispiel:
f(x)=-3x}+3x* =-1x*(x-6) N :

1. Ableitungen:
fr(x)=—3x"+3x=3x(4-x)
fr(x)=—3x+2=3%(2-x) .
2. Nullstellen:
f(x)=—1x*(x-6)=0
X12=0, X3=6

] 0 i g 3 4 5

Es gilt allgemein: =N
Kommt eine Nullstelle hoherer tatens R _—

Ordnung vor (im Beispiel x = 0), - s e

dann ist sie auch Nullstelle der 1. a8 R

Ab|6itung, Graphl|linksgekrammt Graph rechtsgekrumm:
3. Extrema

f'(x)=—3x"+3x=3x(4-x)=0

x =0 oder x = 4 y s

f"(0)=3>0 S '

Der Graph von f hat einen 1 ‘ :

Tiefpunkt T(0,0) / \
Variante: , o}/ , i , i

Die 1. Ableitung wechselt an der G ’ : ’ o
Stelle 0 das Vorzeichen von el o e s
+ nach -. L : e
f"(4)=-2 <0. - -
f'(x) wachst f{x) fallt

Der Graph von f hat einen j

Hochpunkt H(4,4)
Variante:

Die 1. Ableitung wechselt an der Stelle 4

das Vorzeichen von - nach +.
4. Wendepunkte

f/(x)=-3x+3=3(2-x)=0 x=2 .

f"(2)=-3=0 r

Der Graph von f hat an der

Stelle x = 2 einen Wendepunkt W(2,2)
Variante:

Die 2. Ableitung wechselt an der '
Stelle x = 2 das VVorzeichen. . |
5. Wertetabelle: ) ' C 3 4
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Beispiel:
f(x)=%-(3x—x°)

1. Ableitungen:

f(x)=1-(3-3x%) =1-(1-x?) | &
f"(x)=-x ™ , W2 : <
f(x)=-1

2. Nullstellen:

f(x)=1-@x-x")=%-x-(3-x*) =0 Ausklammern!

x1=0, X, =/3, X, =—/3

3. Extrema:

f'(x)=%1-1-x*)=0 x=-1oderx=1.

Da f”(1)=-1<0 hat der Graph eine Rechtskurve, also liegt ein Hochpunkt H(1, */3) vor.
analog zeigt man an der Stelle -1 liegt ein Tiefpunkt T(1, -%/3)

4. Wendepunkte:
An der Stelle 0 wechselt die 2. Ableitung das VVorzeichen von + nach -, d.h. eine Rechtskurve
geht in eine Linkskurve Uber; also liegt dort ein Wendepunkt W(0,0) vor.

5. Symmetrie:
Da die Funktionswerte an den Stellen x und -x entgegengesetzt gleich sind, ist der Graph
punktsymmetrisch zum Ursprung.

6. Asymptotisches Verhalten:
Das Verhalten fur betragsgrosse x ist vom Term bestimmt, dessen Exponent am grdssten ist.
Im Beispiel verhalt sich f(x) asymptotisch wie -x3.

7. Skizze: -2<x<?2

Ubungsaufgaben

a)

f(x)=x-(x-9)-(x-24)

LOsung:

3 ganzzahlige Nullstellen, ganzzahlige Extremalstellen bei x =4 und x = 18 und ein
Wendepunkt an der Stelle x = 18.

b)
f(x)=1x-(12-x%)

c)
f(x)=x*-(3-x)
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Symmetrieeigenschaften, ungerade (gerade Funktionen)

Der Graph einer Funktion f ist genau dann punktsymmetrisch zu dem Ursprung, wenn fiir alle
x des Definitionsbereichs gilt: f (—x)=—f (x) . Funktionen mit dieser Eigenschaft heissen

ungerade Funktionen.

Weitere Beispiele von ungeraden Funktionen:

X 1+Xx
,f(X)=In— |
x2 +1 (X) 1-X : !

f(x) =sinx, f(x) =

Fur Polynomfunktionen gilt speziell:

Satz:
Kommen in der Funktionsgleichung eines Polynoms nur ungerade Exponenten vor,
dann ist der Graph zentralsymmetrisch zum Ursprung.

Beweis:
Ersetzt man x durch -x, so wechselt jeder Summand das VVorzeichen.
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Erganzende Informationen ohne Beweis

Der Graph eines Polynoms vom 3. Grad mit der Gleichung f(x) = ax® + bx? + cx + d hat
3
20 —E+ d . Der Graph ist

einen Wendepunkt mit den Koordinaten x,, = _b und y, = ——
3a 27a° 3a

zentralsymmetrisch zum Wendepunkt.

Fuhrt man ein neues Koordinatensystem ein, dessen Ursprung im Wendepunkt liegt, so erhélt
man als Gleichung der Kurve beziiglich des neuen Koordinatensystems:

2
y:ax3+[c—b—]>?
3a

Der Graph eines Polynoms vom 3. Grad ist also als Uberlagerung einer kubischen Parabel mit

2
der Gleichung y = ax® und einer Geraden mit der Gleichung ¥ = (c — g—a] X aufgefasst
werden.

Die verschiedenen Typen des Kurvenverlaufs sind in den folgenden Beispielen dargestellt:
Die Vorzeichen der einzelnen Summanden sind mit Berlicksichtigung des VVorzeichens zu
addieren.

a<o0 a>0
Beispiel: f (x)=-x*+2x Beispiel: f (x)=x*+x

Der Graph eines Polynoms vom 3. Grad verlauft also von links unten nach rechts oben (oder
von links oben nach rechts unten) und schneidet wegen der Stetigkeit an mindestens einer
Stelle die x-Achse. Ausserdem ist zu erkennen, dass bezuglich der Anzahl Nullstellen gilt:

Satz:
Ein Polynom 3. Grades hat mindestens eine oder hdchstes drei reelle Nullstellen.

01_PO_Pol3 12.12.2024/ul



