4. Lineare Differentialgleichungen 1. Ordnung

Differentialgleichungen vom Typy' + p(x) 3y = r(x) heissen lineare Differential-

gleichungen 1. Ordnung.
r(x) heisst Storung. I3t(x) = 0, so heisst die Differentialgleichung homogen, anfidis
inhomogen.

Anmerkung:
Kennzeichen der Linearitéat ist, dgssindy “linear, also in der 1. Potenz auftreten. Es
kommen also weder ein gemischtes Gligdnoch ein Quadrat? vor.

Differentialgleichungen dieses Typs werden gelidsstem man zunéchst das zugehorige
homogene Problem I6st. Die Lésung des inhomogenaldins kann anschliessend mit der
sogenannten Methode ,Variation der Konstanten“ gfekierden.

a) Losung des homogenen Probleps p(x) 0y =0

Zunachst isy = 0 eine triviale Lésung
Die allgemeine Losung kann durch Separation deradem bestimmt werden.

4. 1ny| = —j p(x) [ex = -P(x) + ¢ P Stammfunktion von p
5.y =ePWa =ce™ cOR’
allgemeine Losungy =c¢ &"® cOR

Schreibt man die Gleichung in der Foryh= —p(x) [y dann ist die Losung aber auch direkt

zu erkennen. Ist namlidh(x) eine Stammfunktion vop(x), dann hat die allgemeine L6sung
die Form

y=ce¥ cOR.
Dies folgt unmittelbar durch Ableiten nach der lsetegel.

Satz:
Die homogene Differentialgleichung + p(x)Ey =0 hat die L6sung

y=c@ ¥ cOR,
wobe P(x) eine Stammfunktion vop(x) ist.

Beispiele:
y'+xy=0 p(x) = x P(x) =42

. . _1y2
allgemeine Losungy = c& "
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, 1 1
X'y +y=0 p)=5  P(X)=-7
L

allgemeine Losungy = c [&*

_2

xy'=2y=0 p(x) = P(x) = -2In|x = -Inx* = In(izj

X X
1

allgemeine Lésungy =c¢ E(a‘a_ln[?J =c@"" =c?

[L+x?) +xy =0

p(x)= = P(x)=1InfL+x?)=Inf1+x?): :In(x/1+ x2)

%
1

allgemeine Lésungy =c¢ e —eg =

V1+ X3

b) Losung der inhomogenen Differentialgleichung.cthVariation der Konstanten

Die Losungsidee ,Variation der Konstanten” geht bagrange (1736 — 1813) zurlck.

lllustration des Verfahrens an einem Beispiel:
y

y' +-= =cosx inhomogenes Problem
X
Zunachst wird die allgemeine Losung des homogemebl&ms
y+2=0
X
durch Separation bestimmt.
ﬂ +X = ﬂ = —%
dx X y
J'ﬂ:— ox In|y|:—ln|x|+ln|c|:ln&
y X X
Die allgemeine Losung der homogenen Differentiadileng lautet damit:
o
yh = ;

Das inhomogene Problem wird durch Variation der $tanten geldst mit dem Ansatz:

-y (1)

Yi
X
nach Einsetzung erhalten wir:
, c'(X ,
y+X=£:cosx oderc'(x) = x[Eosx.
X X

und schliesslich mit partieller Integration
c(x) = cosx + xBinx+C

Die allgemeine Losung der inhomogenen Different&adipung ergibt sich durch Einsetzen
von c¢(x) in (1) zu
COSX

X

CUR

c
y=—+sinx+
X
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Ubungsaufgaben:

a)

xy'+y=2[Inx Lésung:y:ZEQInx—l)+%
b)

xy' -y = x* 3inx Lésung: y = Cx — x [cosx

Im Folgenden wird gezeigt, dass dieses Verfahreallgemeinerungsfahig ist.

Allgemeines Verfahren zur Losung einer linearen Diferentialgleichung 1. Ordnung

y'+p(x)y =r(x)

Die zugehotrige homogene Differentialgleichung
y'+p(x)3y =0

hat die allgemeine Losung

y=cle Pk P Stammfunktion von p, @ R.

Fur die Losung der inhomogenen Differentialgleiopmmacht man den Ansatz:

y =c(x)e™ @)

Die Konstante ¢ wird also durch eine vorlaufig nocibekannte Funktioo(x) ersetzt.
Setzt man diesen Ansatz in die inhomogene Gleicleimgnd verwendd®'(x) = p(x) so
erhalt man:

¢'() ™ +c(x) - p(x) &)+ p(x) ce(x) & ™ = r ()

oder vereinfacht

c¢'(x)@ P =r(x) oderc'(x) = r(x) @™

Entscheidend ist, dass mit diesem Ansatz der Teitro(x) wegfallt.

Damit gilt:

c(x) = j r(x) "™ ex+C

In (2) eingesetzt ergibt sich:

y =c(x)&"™ = Ur(x) [&”™ Caix + C)Eé‘P(X) =Cre"™+ Ur(x) &P BJIX) (&P

Ergebnis:

Die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichungnkarder Formy = y, + y;
geschrieben werden. Dabei bedeutet

ypdie allgemeine Lésung der homogenen Gleichung und

y;eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung.

y;findet man durch Variation der Konstanten.

Anmerkung 1:
Es wird allerdings nicht immer méglich sein, didteatenden Integrale explizit anzugeben.

Anmerkung 2:

Es ist nicht sinnvoll, die Regel fur die allgemelnisung auswendig zu lernen und
anzuwenden. Vielmehr ist es empfehlenswert, dihR@eg mit den konkret gegebenen
Funktionen explizit durchzufthren.
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Anmerkung 3:

Analog gilt fur die Loésung eines linearen Gleichssygstems:

Die allgemeine Losung der inhomogenen GleichundissSumme der allgemeinen Losung
der homogenen Gleichung und einer speziellen Logengnhomogenen Gleichung.

homogene Gleichung: 2x+2y+z2=0
Koordinatengleichung einer Ebene durch den Urspru
1 1
allgemeine Losung: r=sf 1 [+tll-2
-4 2

Parametergleichung der Ebene

inhomogene Gleichung: 2X+2y+z2=6
1
spezielle Lésung: r=1
2
1 1 1
allgemeine Losung r={1|+sll 1 |+tl-2
2 -4 2

Ein anderer Weg zur speziellen (partikularen) Losug des inhomogenen Problems.

Statt mit ,Variation der Konstanten® kann die s@#iei Losung auch bestimmt werden, indem
man je nach Art des Storungsglieds wie im folgenBeispiel einen geeigneten Ansatz wabhilt.

Beispiel:
y' —tanx[y = 2sinx

Allgemeine Lésung der homogenen Gleichung y = o
€X

Ansatz fir die spezielle Lésung:

y, = altosx

eingesetzt in die Gleichung

Aus (aBosx) — "X
COSX

—2alsinx = 2sinx und damita = -1

y, = —CO0SX

[@[eosx = 2sinx folgt:

Allgemeine Lésung der inhomogenen Differentialgheing: y= _c COSX
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In den Anwendungen ist der Spezialfall p(x) = ahilg:

y' +ay =r(x) inhomogene Gleichung
y'+ay=0 homogene Gleichung

Allgemeine Lésung der homogenen Gleichung:

y, =cle™

Eine partikulare Losung; des inhomogenen Problems findet man durch Vanater
Konstanten oder je nach Stérung mit einem geeignétsatz.

Beispiel:

y -y=x

Die homogene Gleichung hat die allgemeine Lésung:c[&*

Die Methode ,Variation der Konstanten“ mit dem Atrsg = c(x) &

fuhrt auf die Gleichung:'(x) = x[@™. Daraus ergibt sich nach partieller Integratiom di
allgemeine Losung des inhomogenen Problems zu

y=cle*-x-1

Eine spezielle Losung kann aber auch mit dem falgenAnsatz gefunden werden:

y, =ax+b

Einsetzen in die inhomogene Gleichung ergibt:

a-(ax+b)=x oder geordnet

(-a-1)x+(a-b)=0

Da diese Gleichung fir x aus R erfullt sein musgipe sich durch Koeffizientenvergleich
-a-1=
a-b=
Als partikulare Loésung erhalt man somit:
y, =—x-1

3 mit der Losung a =-1 und b =-1.
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Beispiele fur den geeigneten Ansatz je nach ArtStérung:

Art der Stérung Ansatz

r(x): Polynom n-ten Grades: y; - Polynom n-ten Grades
r(x): sin x bzw.cos x y, =alsinx+bltosx

a)

y' +2y=2x*-4

Die allgemeine Losung der homogenen Differentiattleng lautet

y, =Cle™

Setzt man den Ansatz fur die partikulare Losung:
y =ax’ +bx+c

in die inhomogene Gleichung ein, so erhalt man:
2ax? + (2a+2b) [k + (b+2c) = 2x* + 0k - 4

und nach Koeffizientenvergleich schliesslich

a=1,b=—1,c=—§

Eine partielle Losung der inhomogenen Gleichunglsb:

Y = x* =X -3

Fur die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichargdt sich somit:
y=CE>+x*-x-3

b)

y' +5y =-26[sinx

Allgemeine Lésung des homogenen Problems:C (&>

Der Ansatz fur eine spezielle Losung des inhomogétreblems

y, = asinx+bcosx

fuhrt auf die Bedingung

(a+5b)tosx + (- b+ 5a) Binx = —26sinx + 0 [£osx und mit Koeffizientenvergleich auf
a=-5undb =1

Fur die allgemeine Losung des inhomogenen Probé&hiédt man also
y = C [&* + cosx — 5sinx

c)
y +2y=e”
Allgemeine Lésung des homogenen Problems hgisst [&

Eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung kait ,Variation der Konstanten®
gefunden werden oder mit dem folgenden Ansatz:

y, =k &™

Setzt man in die Gleichung ein, so ergibt sich

3Tk [&™ + 2k (@™ = ™ [{5k) =1[&™ fiir alle0 R und somitk = 1.

Die allgemeine L6sung der inhomogenen Differenteatdnung kann somit folgendermassen
geschrieben werden:

y:CBE—Zx_i_%BESX
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Bemerkung:
Stimmt der Exponent a der homogenen Lésung mit Beponenten des Stérungsgliedes
Uberein, so ist der Ansatg = k [x[&* zu wahlen:

Beispiel:
y'+y=e> Loésung:y=Cle™+x@&* =(C+x)&"~

Ubungsaufgaben
a)
Y., 2_ . ) _
y ‘;*‘;—0 Allgemeine Losungy = cx+ 2
b)
y =x-y+1 Allgemeine Losung y = X +c &
c)
y' =y-x Allgemeine Losung y = X2 + 2x + 2 + ¢ [&"
d)
y' =y =sinx Allgemeine Losungy = c[&" -3 [{sinx + cosx)

Der Spezialfall Lineare Differentialgleichung. 1. @dnung mit konstanten Koeffizienten

y'+ay=b abeR,a#0

Schreibt man die Gleichung in der Foiyh=b—ay, so ist eine spezielle Losung der
inhomogenen Gleichung, :g unmittelbar zu erkennen, da in diesem Fall beigiee8

gleich O sind.
Da y =c[& *die allgemeine Losung der homogenen Gleichungsissomit

y=cle™ +g die allgemeine Lésung der inhomogenen Gleichung.

Beispiel:
y'+2y-3=0
y'=3-2y
LOsung:
y=cle®+3
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