6.5 Modelle

Die folgenden Beispiele illustrieren das Vorgehender Modellierung eines bestimmten
Problems. Man beginnt zunéchst mit einem Model, \waeinfachende Annahmen trifft und
Einflussgréssen vernachlassigt. Der Vergleich rart Baten zeigt allenfalls wie das Modell
verbessert werden kann und welche Einflussgrosssiizich beriicksichtigt werden sollten.

Beispiele:
Aufnahme und Abbau eines Medikaments

Einem Patienten wird Uber eine Tropfinfusion eindikament verabreicht, das zuvor im
Kdrper nicht vorhanden war. Pro Minute gelangt dabee Menge von z = 4 mg ins Blut.
Andrerseits beginnt die Niere das im Blut angereitthMedikament wieder auszuscheiden.
Angenommen wird, dass die momentane Ausscheiduredgsra5% pro Minute der jeweils
im Blut vorhandenen Menge des Medikaments m(t)gpetr

LOsung:

In einem kleinen Zeitabschnit wird

- eine Medikamentenmenge zugefihrt: Atz

- eine Medikamentenmenge ausgeschieden:  k4n(t)-

Damit betragt die Anderung der im Blut vorhandeMadikamentenmenge:
m(t + At) - m(t) = At - k [n(t) (At

oder die durchschnittliche Anderungsrate

mit +AAtt)‘m(t) = z—kft).

Durch Grenziibergang ergibt sich daraus fur die nmame Anderungsrate die
Differentialgleichung

m(t) = z— k tnlt) = k [ﬁf - m(t)j
Nach 6.3. (beschranktes Wachstum) hat sie dierafiges Losung

m(t) = E fi-ce™).

Durch die Anfangsbedingung m(0) = 0 ist ¢ = 1 estt.
Die Losung im angegebenen Spezialfall z = 4 undk05 heisst somit:

m(t) = 80rfL - e ")
Wegen
lim mi(t) = lim 80C{1. - &) = 80

ist auf lange Sicht im Blut eine Konzentration \Bhmg zu erwarten.

Bemerkung:
Die sinnvolle Wahl der Parameter z und k fur eiheastimmten Wirkstoff bleibt abzuklaren.
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Die Barometerformel
Modell: a) Isotherme Atmosphare:

Es sei p der Luftdruck auf Meereshohe, h die Hdye U

Meer und g die Erdbeschleunigung (die als konstant rene
angenommen wird). —_— _—
Fur das Gewicht der Luftsaule mit Querschnitt A tihe p(h) h
Ah gilt:
AG = -p(h) ALY [Ah Lufe
also fiir die mittlere Druckanderung saule
Ap = -p(h) [y [Ah bzw. die mittlere Druckénderungsrate
Ap 0/ Meer
28 - _o(h
- P
Damit erfullt die momentane Drucké&nderungsrateDifgerentialgleichung
dp
— =—plh
o =P
Nach dem Gasgesetz gilt:
- N
=pIlRIT 1 oderp = ist
p=p 1) P RT,
Damit ergibt sich fur T = ddie Differentialgleichung
do__ g
dh  RT, -

Dabei ist T = T die absolute Temperatur, R ist die Gaskonstante.

Nach 6.2 (exponentielles Wachstum) hat sie mit p(f) die spezielle Losung
_0 _Bo

plh)=p, & ™ =p, &

denn wegen (1) qilt:

1 _p

RT, o

Der Formelsammlung entnimmt man die folgenden Kamtsh:

Po = 1.013- 1ON/n?

po = 1.293 kg/m

g=9.81m/$

Damit ergibt sich folgende Naherungsformel
h

p(h) = p, & ™ [hPa]

4000

In 4000 m Hohe betragt der Luftdruck folgligf{4000) = p, [& 7% = 0.606(p,

Im folgenden Beispiel ergibt sich als Schatzungdiém Luftdruck auf Meereshdohe der Wert
1032 hPa.
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Luftdruckabhingigkeit von der Hohe

Arbeitswoche im Engadin 1993 (Quelle WBZ-Kurs 94.04.01) MNG Ramibulhl, Ziirich 11.1994

Héhe p (hpa)
1780 830
1880 820
1980 809
2080 799
2180 789
2280 780
2380 771
2480 761
2580 753
2680 743
2780 733
2880 725
2972 717
Barometerformel
840
e
820 e
800 . y = 1031.7e 10
.. R?=0.9998
780 S
“a.
760 Rl 1
=
740 B -
...
720 "'--...
700
1700 1900 2100 2300 2500 2700 2900 3100
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Modell b) lineare Temperaturabnahme
T(h)=T,-yh
Gleichung (1) heisst nun neu:
dp _ _ g
dh  ROT, - yh) P
Die Differentialgleichung kann durch Separationdgéwerden:
B9 -9 g g
p  ROT,-ym) R& T,-atlh
oder durch Ubergang zu den Stammfunktionen

g

- Ry
In p:%/[ﬂn(T0 —yh)+c, :%/D]n(TO EEl—Tl EIhD+c1 =InT; +In(1—_|_1[lhj +C,

0
also

9 9

g a Ry 9 y R2
p=exp InT,/¥ |[&xp In 1—T—[]1 [exp,) =y 1—_|_—[]h

0 0

g

Setzt manc [T,** = p(0) = p, so ergibt sich

9

p(h) = p, Eﬁl—% Dhj v

0
R = 287.058 spezifische Gaskonstante von Luft:

y = 0.0065
g=9381
To=288.15

Tl ~ 22558107

0
9 ~52576
RLy
Damit ergibt sich die folgende internationale Driacknel
p(h) = p, L- 22558007 th)*>"

speziell fur den Luftdruck in 4000 m Hohe: 0.608fpPa]

Wegen
Iim(l—zj = e erhalt man mita :i und x :ﬂ
n-o n n T,
h 2 h
n _h n R _7|_:§ _i
lim 1—£[—]1 =e © bzw. lim 1—£[—1l —e R =gRT
n-e T, n T, N

9
die isotherme Modellésungp(h) = p, (& R
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Entladen eines Kondensators

Fliesst durch den Querschnitt eines Leiters inZagtspannét die LadungAQ, so heisst der
AQ AQ

QuotientE die mittlere Stromstarke |. Der Grenzwé€¥t= IAitmOE nennt am die

momentane Stromstarke I(t).

Der Kondensator mit der Kapazitat C ist zur ZeitG auf die
Spannung Yaufgeladen. Wird der Schalter S geschlossen, so C
entladt sich der Kondensator Giber den WiderstaridaRoeim +||=
Entladevorgang die Ladung Q des Kondensators infieLcer I
Zeit abnimmt, &ndern sich auch die Kondensatorsjpamhk !

und der Entladestrom I. Im Folgenden wird untersuste Q, |

Uc und | von der Zeit t abhangen.
U. =RUO (1) Maschengleichung
Q=Clu, (2) oder nach Einsetzen von (1) ITF
Q=RCII oder nach Division durch R-1
Entladen

I _R_lc [Q =0 diese Gleichung wird nach t abgeleitet

| —R—lc [@=0 wobeiQ(t)=-I(t), denn der positiv gerechnete Entladestrom | isteinier

Abnahme der Kondensatorladung verbunden.
Dies fuhrt auf die homogene Differentialgleichung

| +R_1C (0 =0 Differentialgleichung der Kondensatorentladung

Sie hat nach 6.2 (exponentielles Wachstum) die h@su

21
I(t)=1,e © (3) RC heisst Zeitkonstante
Wird (3) in (1) bzw. (2) eingesetzt und wird flroRd Up bzw. fir Clh =Qo geschrieben, so

ergeben sich
1

U(t)=U, ® Kondensatorspannung

Qo "
Q(t)zﬁ‘)[e RS Entladestrom

Experiment (KSO HR 1998)
C = 2360uF, R = 200Q Spannungsquelleds+ 10 V

'———d=Ini=-In2 r=RCI[In2=0.327s

gemessene Halbwertszeit: 0.33 s
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Laden eines Kondensators

Beim umgekehrten Vorgang, dem Laden eines Konderssaird zur Zeitt = 0 eine
Spannungsquelleddn den Stromkreis geschaltet.

Am Kondensator wird nun die Spannung alfgebaut. ﬁ
Die Maschengleichung lautet nun I
U, = RO +U, (1) | N
Q=C, (2) bzw.U, =% eingesetzt in (1) - _TTU
_ 1 . : .
U,=RO +E K0) diese Gleichung wird nach t —
abgeleitet, wobei C; R undoUzeitlich konstant sind R
0=RO +é =RO +é 0 oder nach Division durch R Laden
I +R_1C =0 Diese Differentialgleichung hat die Losung
L
t)=1,e (3) wobei b die Stromstarke zur Zeit t = 0 bedeutet.

Wegen (1Y) und (3) gilt:

U. =U, - RO :UO—REIODE_Rlcm:UO(l—e_RlCmJ mit Rb = Uo
und wegen (2) und (3)

Q= Qo(l_ e_Rlch mit @ = Uo-C

Aufgabe:
Nach welcher Zeit erreicht die Kondensatorspanr@% des Endwerts, wenn
R =100Q, C = 10uF und W = 50 V gewahlt werden.

Die Zeitkonstante betragt RC = 10010°F =103s =1 ms.
Die Zeit t (in ms) muss die folgende Bestimmungstleng erfullen:

50C{L-e")=50D9 oder nach Division durch 50

1-e" =09 bzw.e" = 0.1

Logarithmieren der beiden Seiten flhrt auf die ligsti= In 10~ 2.3 ms

Die Kondensatorspannung erreicht also nach runth2.90% des Endwerts.
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Selbstinduktion

Liegen ein Widerstand R, eine Spule der Induktivitéand L

eine Gleichspannungsquelle hintereinander, dann nimmt P_JDOOG\_E
der Strom nach dem Schliessen des Stromkreiset nich

sofort den vollen Werblan. In der Spule

baut sich namlich durch die wachsende Stromstaaskh n
dem Induktionsgesetz eine

zu Wy entgegengesetzt gerichtete Spannung L0 auf. U,

Die gesuchte Stromstarke erfillt die Differentialghung II ¥ !
U, =LI+IR durch L dividieren

|. +E = UO

i
u

L
_RY U,
I_T%I Rj 0)

Das zugehorige homogene Problem

R
[+—0=0 H
C (H)

hat die allgemeine Lésung

Ry
1t)=c@t
In (1) ist die triviale spezielle Lésung des inhageoen Problems zu erkennen

_R
1) ="2+cre

c ergibt sich aus der Anfangsbedingung I(0) = O:zu—U—RO.
Damit gilt:
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Ldsen von Salz in Wasser

In ein Aquarium mit \ Liter Stisswasser fliessen pro Minute z kg eindzI&sung mit einem
Salzgehalt von p%. Durch den Uberlauf fliesst deofpe Menge Aquariumwasser ab.

S(t) bezeichne die Salzmenge in kg, die zur ZeitMinuten vorhanden ist, wobei die
Salzmenge zur Zeit t = 0 den Wert S(0) = 0 hat.

Wird ein sehr kleines Zeitintervall [t, tAt] betrachtet, dann

- nimmt die Salzmenge zu u?g—c&mt

St

- nimmt die Salzmenge ab umv—t) [z [t
0

da der Salzgehalt zur Zeit t gleic%/@ betragt

0

Damit betragt der Salzgehalt zur Zeit At

s(t+At)=s(t)+iamt—®amt=s(t)+(l&—@&j A
100 v, 100~ V,

Fur die mittlere Anderungsrate der Salzmenge intitervall [t, t +At] gilt also

S{t+at)-sft) __z s(t) + P 7.

Bezeichnen wir die Konstanten nat= \TZ undb = 1_8C [z dann ergibt sich fur die

0
momentane Anderungsrate der Salzmenge zur t fier@itialgleichung

St +at) - s(t)
At

lim =S{t)=-as(t)+b ()
Das zugehdrige homogene Problem

S{t) = -as(t) (H)
Hat die allgemeine L6sung

St)=cre™

Eine spezielle Losung des inhomogenen Problems (§tzu erkennen, wenn
S(t)=-ars(t)+b=0

némlichE =b El1 =P [—IV— =P [V,, was zu erwarten war.
a a 10C z 10C

Die allgemeine Lésung von (I) heisst also
St) =&V, +ce™"
Wegen der Anfangsbedingung S(0) = 0 ergibt sich ¢ z — 35 [V,

Die L6sung des speziellen Problems heisst damit

s(t) = & v, EEl— e_VomJ

Bemerkung:
Eine homogene Salzverteilung dirfte nicht einfachealisieren sein.
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Wassertank entleeren

Ein Wassertank habe ein kleines Loch im Abstandtbrhalb der Wasserflache. Nach dem

Gesetz von Torricelli stromt das Wasser mit derdBesndigkeit

v=,2gh  g=1000cmbhk
aus der Offnung heraus.

Es ist fur das folgende Aquarium die Ausfliesszeit
untersuchen:

Das Aquarium ist = 180 cm lang, b = 100 cm breit

und kv =150 cm hoch. Zur Zeit t = 0 ist es randvoll gkfil
In der Grundflache befindet sich ein Abfluss mitrde
Querschnitt q = 36 cf

In einem kleinen Zeitintervall Zeitintervall [t{At]
- nimmt das Volumen im Tank ab um

AV =1 bh(t) - h(t + At))
- fliesst das folgende Volumen ab
AV = qu(t) It

Aus der Gleichheit der beiden Volumen folgt:
AV =1 b fh(t) - h(t + At)) = qv(t) .
Damit gilt fir die mittlere Anderungsrate fir h(t):

h(t) - h(t + at) = qiv() und mit dem Gesetz von Torricelli
At | (b

h(t+at)-h(t) __amv(t) __a@29™{t) _ | -ory L opeik =
At | (b | b

Die momentane Anderungsrate fur h(t):

erfullt folglich die Differentialgleichung
dh _

— =-k0/hft

dt

die durch Separation geltst werden kann.
dh

— = -k [glt

Jh

Integration der beiden Seiten ergibt

Jh=-3kt+c quadriert  h(t)= (-4 [kt +c)’
Wegen h(0) = fist die Konstante bestimmt zu= \/E
Fur die Ausfliesszeit gilt damit:

h(t) = (\/E—%Dkt)2 wobei k = 32 (im angegebenen Beispiel ist

| b
h(t) = (yh, -2 ktf =0 hat die Losung = 2 3/h,

AV

- h(t)
L~ h(t + At)

qd/2g

| b

AV

J5

Ieg)
25

Im angegebenen Beispiel verstreich13/30 = 274s bis zur vollstandigen Entleerung
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Die angebohrte Flasche (KSO PP 95)

Bei einem Versuch im Physikpraktikum wurde eine gefiillte PET-Mineralwasserflasche seitlich
angebohrt.  In der Tabelle ist die Hohe h(t) und die zugehd&rigen Zeiten angegeben.

Die Grafik zeigt, dass die Punkte erstaunlich genau auf einer Parabel mit der Gleichung

h =0.0003-t2 - 0.1359-*t+15.336 = 0.0003:(t - 227.67)"2 liegen.

t [s] h [em]

0 15.3

8.35 14.3
15.17 13.3
23.46 12.3
31.89 11.3
41.18 10.3
50.54 9.3
60.05 8.3
69.98 7.3
80.06 6.3
92.89 5.3
105.06 4.3
122.54 3.3
138.32 2.3
162.47 1.3
201.93 0.3
227.67 0

Die angebohrte Plasticflasche
18
16
14 %
12 LS

10 e

5 "e.. y = 0.0003x2 - 0.1359x + 15.336
e, R*=0.9999

0 50 100 150 200 250

DGI_Modelle 28.09.2013/ul



11

Der Fallschirmspringer

Fallt ein Korper in der Luft, im Wasser oder einbatiebigen Medium so bestimmen
Erdanziehung G und eine geschwindigkeitsabhangigkeistandskraft R(v) seine Bewegung.
Nach dem Grundgesetz der Mechanik gilt damit

m¥ =G +R(v)

a) Widerstandsgese®(v) = -k ¥ Stokes
laminare Strémung: Bewegung in einer zahendigligit

b) Widerstandsgeset®(v) = -k Newton
turbulente Stromung: Bewegung in einem MedminWirbelbildung

a)
MV =G+R(v)=my-k¥ oder nach Division durch m

V=g _k W=g-alv Q) mita = K beschréanktes Wachstum
m m

Das zugehorige homogene Problem hat die Losung
v(t) = ce "
Eine spezielle Losung des inhomogenen Problens (&) zu erkennen, wenn
v=g-alv=0 namlich
y=9_mg
a Kk
Die allgemeine Losung des inhomogenen Problemsthegsnit

v(t) = % +cle™ "

Die Konstante c ist bestimmt durch die Anfangsbegding v(0) ) = 0 wegen
v(0)2%+cﬂzo also zuc=—%

Damit heisst das Geschwindigkeits-Zeitgesetz
vit) = % Eﬁl— e_%m)

mit der Grenzgeschwindigkeﬂkﬁ.

Durch Integration erhalt man mit der Anfangsbedimgus(0) = 0 daraus das Weg-Zeitgesetz.

Beispiel:

Fur eine Grenzgeschwindigkeit von 5 m/s und
m = 95 kg ergibt sich k 186 kg/s und das
Geschwindigkeit-Zeitgesetz

vt) = 5[&1— e‘l'gm)
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b)
m¥ =G +R(v)=my -k > oder nach Division durch m

'—ﬂ: —5 2 - —L 2 = L
V_dt g m@ gEEl m[gwj @5 \/m[g

—=g E(1 B WZ) Separation der Variablen
dv

T(—)g )

Die linke Seite wird mit B erweitert und anschliessend werden beide Seitegriert
1

dt

2[@;@6’j [L- B2 wz j

der Integrand kann folgendermassen in Partialbrizehegt werden
L[ B - CA) gy a

2gB 1+ v 1-80V

Dies fuhrt nach logarithmischer Integration auf

5 N0 AN -Inli+ p) =tr
1+ BIlv _
Inl_ﬁ@—Zg,[z’[tHc2

1+ fBlv 2 .
=c, &% =w 3) wegen v(0) = 0 ists= 1
TR (3) wegen v(0) = 0 ists

Die gesuchte Weg-Zeitfunktion ergibt sich, indermmdéese Gleichung nach v auflost:
1+ BV =wl-)=w- BV
Bviw+1)=w-1

=1EDVL1 wegen (2) istizwfﬂ und 294 = 29 L=2 ]/ﬂ
L w+1l B k m g m
Wegen (3) heisst die Lésung
29y
v(t) = mkEg £ - _I:W/mkcg Elan){w/ﬂ Eﬂj
9k m
ezq/;ﬂ +1
gemass Definition des Tangens Hyperbolicus.
Bereits in der Gleichung (2) ist die Endgeschwikdigzu erkennen:

1- K we=0 oy =/MO
mLg k

Damit kann die Geschwindigkeits-Zeitfunktion in delgenden einfachen Form dargestellt
werden:

Z;V%[ﬂ
vit) = mEgEg _1=VEEitan 9y 4)
k 2%@[1‘1 Vv
e'm™ +1 -

Fur die Weg-Zeitfunktion gilt mit s(0) =0

s(t) == v [un[smr(ng [ﬂD (5)
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Beispiel:

Flugphase 1: Geschlossener Fallschirm
Absprunghdéhe 2000 m

Freier Fall bis 500 m

g=10 [m/§]
kg=0.48 [kg/m]
m = 80 [ko]

Fur & ergibt sich damit
VE = 41 [m/s] bzw. ungefahr 148 [km/h]
Mit (5) ergibt sich fur die Losung der

Gleichung s(t) = 1500 die Losungrt 40 [s].

Flugphase 3: Gedffneter Fallschirm
ko =33 [kg/m]

Fir « ergibt sich damit
VE = 5 [m/s] bzw. ungefahr 18 [km/h]

Flugphase 2: Offnung des Fallschirms

13

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 " 12 13 14

Der Offnungsmechanismus des Schirms ist so zultgstaass die auftretenden
Beschleunigungen ertraglich sind. Eine mogliche ®ibefung findet sich z.B. in

http://www.swisseduc.ch/mathematik/analysis/diffei@gleichungenterfasst von H. R.

Schneebeli (Kantonsschule Baden).
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