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Numerische Mathematik 
 
 
Einleitung 
 
Viele in der Praxis auftretende Probleme können nicht explizit, sondern "nur" mit Näherungs-
verfahren gelöst werden: 
 
 1 Iteration:  Numerische Lösung von Gleichungen mit einer Variablen f(x) = 0. 
 2 Integration: Berechnung von bestimmten Integralen  
 3 Elimination: Lösung eines Gleichungssystems, Gaussalgorithmus, lineare Optimierung 
 4 Interpolation: Gesucht ist eine Funktion, die an vorgegebenen Stützstellen xi gegebene  
          Funktionswerte yi annimmt 
5 Numerische Lösung von Differentialgleichungen 
  
 
Im folgenden werden einige Algorithmen zur Lösung dieser Probleme besprochen. Algo-
rithmen sind rezeptartige Verfahren, die für eine ganze Problemklasse in endlich vielen 
Schritten eine Näherungslösung liefern. Diese Verfahren sollen folgende Eigenschaften 
haben: 
Der Rechenaufwand (Anzahl der Multiplikationen und Additionen) soll möglichst klein sein 
d.h. der Algorithmus soll effizient sein.  
Die bei Näherungsverfahren auftretenden Fehler sollen möglichst gering sein und abgeschätzt 
werden können. 
 
Numerische Probleme, die auftreten können: 
Eine Subtraktion zweier ungefähr gleich grosser Zahlen ist wegen der Auslöschung von Zif-
fern zu vermeiden. 
Es kann vorkommen, dass eine geringfügige Änderung der Ausgangsdaten eine starke Ände-
rung der Lösung bewirkt. In diesem Fall heisst das Problem schlecht konditioniert.  
Ein Algorithmus heisst instabil, wenn sich kleine Fehler (z.B. Rundungsfehler) in den Folge-
schritten vervielfachen. Gefragt sind deshalb stabile Algorithmen. 
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1. Iteration: Lösung von Gleichungen  mit einer Variablen f(x) = 0  
 
Unter Iteration versteht man einen Rechenvorgang, der sich ständig wiederholt. 
 
Das Problem: 
Gegeben ist eine reellwertige Funktion f, die in einem Intervall I = [a,b] stetig ist. Gesucht 
sind die Nullstellen der Funktion f, das heisst die reellen Lösungen der Gleichung f(x) = 0. 
 
In den folgenden Abschnitten werden verschiedene Verfahren entwickelt, um Nullstellen 
iterativ mit beliebiger Genauigkeit zu bestimmen, falls eine erste Näherung bekannt ist.  
Nach dem Nullstellensatz (Zwischenwertsatz) hat eine stetige Funktion, die an den 
Intervallgrenzen verschiedene Vorzeichen annimmt, mindestens eine Nullstelle in diesem 
Intervall. Ein solches Intervall kann mit einer Wertetabelle oder grafisch gefunden werden. 
 
Beispiel: 
Gleichung:  145 23 −−= xxx  
Zugehörige Funktion f: ( ) 145 23 ++−= xxxxf   
 
Der Graph der Funktion zeigt, dass f in den Intervallen   
[-1,0] , [1,2] und [3,4] das Vorzeichen wechselt. Damit  
hat f in diesen drei Intervallen je eine Nullstelle.  
  
  
  
  
  
 
 
1.1. Intervallhalbierung ( Gabelverfahren, Bisektionsverfahren) 
 
Die Nullstelle s wird schrittweise durch Halbieren des Intervalls angenähert. 
Annahme:  
Die Funktion f ist stetig im Intervall I = [a,b] und es ist f(a) < 0 bzw. f(b) > 0 (allenfalls kann 
man die Gleichung f(x) = 0 mit (-1) multiplizieren). 
 
Durchführung: 
1. bestimme die Intervallmitte ( )ba:m 2

1 +=  

2. wenn f(m) = 0 stop 
3. wenn f(m) < 0, dann a := m, sonst b := m 
4. wiederhole ab 1. bis die gewünschte  
   Genauigkeit erreicht ist. 
 
Vorteil:  
Dieses einfache Verfahren konvergiert stets gegen eine 
Nullstelle s von f, sofern die Voraussetzung erfüllt ist. 
Die Funktion f muss nicht differenzierbar sein. 
Nachteil:  
Die Konvergenz ist langsam. Die Fehler bilden ungefähr eine geometrische Folge d.h. die 
Anzahl der richtigen Stellen wächst linear mit der Anzahl der Iterationen. In diesem Fall 
spricht man von linearer Konvergenz.   
Wegen 1/16 < 1/10 < 1/8 sind für jede weitere Stelle etwa 3 bis 4 Iterationsschritte notwendig.  
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Musterbeispiel:  x2 + x - 2 = 0  
 
 

   n                       a                      b                   f(a)                  f(b)                     m                 f(m)  

0 -4.000000000 -1.000000000 10.000000000 -2.000000000 -2.500000000 1.750000000  

1 -2.500000000 -1.000000000 1.750000000 -2.000000000 -1.750000000 -0.687500000  

2 -2.500000000 -1.750000000 1.750000000 -0.687500000 -2.125000000 0.390625000  

3 -2.125000000 -1.750000000 0.390625000 -0.687500000 -1.937500000 -0.183593750  

4 -2.125000000 -1.937500000 0.390625000 -0.183593750 -2.031250000 0.094726563  

5 -2.031250000 -1.937500000 0.094726563 -0.183593750 -1.984375000 -0.046630859  

6 -2.031250000 -1.984375000 0.094726563 -0.046630859 -2.007812500 0.023498535  

7 -2.007812500 -1.984375000 0.023498535 -0.046630859 -1.996093750 -0.011703491  

8 -2.007812500 -1.996093750 0.023498535 -0.011703491 -2.001953125 0.005863190  

9 -2.001953125 -1.996093750 0.005863190 -0.011703491 -1.999023438 -0.002928734  

10 -2.001953125 -1.999023438 0.005863190 -0.002928734 -2.000488281 0.001465082  

11 -2.000488281 -1.999023438 0.001465082 -0.002928734 -1.999755859 -0.000732362  

12 -2.000488281 -1.999755859 0.001465082 -0.000732362 -2.000122070 0.000366226  

13 -2.000122070 -1.999755859 0.000366226 -0.000732362 -1.999938965 -0.000183102  

14 -2.000122070 -1.999938965 0.000366226 -0.000183102 -2.000030518 0.000091554  

15 -2.000030518 -1.999938965 0.000091554 -0.000183102 -1.999984741 -0.000045776  

16 -2.000030518 -1.999984741 0.000091554 -0.000045776 -2.000007629 0.000022888  

17 -2.000007629 -1.999984741 0.000022888 -0.000045776 -1.999996185 -0.000011444  

18 -2.000007629 -1.999996185 0.000022888 -0.000011444 -2.000001907 0.000005722  

19 -2.000001907 -1.999996185 0.000005722 -0.000011444 -1.999999046 -0.000002861  

20 -2.000001907 -1.999999046 0.000005722 -0.000002861 -2.000000477 0.000001431  

21 -2.000000477 -1.999999046 0.000001431 -0.000002861 -1.999999762 -0.000000715  

22 -2.000000477 -1.999999762 0.000001431 -0.000000715 -2.000000119 0.000000358  

23 -2.000000119 -1.999999762 0.000000358 -0.000000715 -1.999999940 -0.000000179  

24 -2.000000119 -1.999999940 0.000000358 -0.000000179 -2.000000030 0.000000089  

25 -2.000000030 -1.999999940 0.000000089 -0.000000179 -1.999999985 -0.000000045  
(iteratz2g.xls) 
 
 
Uebungsaufgabe: 
Bestimmen Sie die Lösung der folgenden Gleichungen durch Intervallhalbierung  
(3 Iterationen). 
a) xx 32 =  
b)  50=xx  
Wieviele Iterationen sind theoretisch ungefähr nötig, um die Lösung auf 6 Stellen genau zu 
bestimmen? 
 
Lösungen 
a) [-1, 0], [-1, -0.5], [-0.75, -0.5], [-0.75, -0.625]     x ≈ 0.6860…. 
b) [3,4], [3, 3.5], [3.25, 3.5], [3.25, 3.375]     x ≈ 3.2872….. 
Für eine Dezimalstelle sind 3 – 4 Iterationen nötig, für 6 Stellen also  18 – 24 Iterationen. 

Aus der Bedingung 7
2
1 105 −⋅≤n  erhält man genauer n ≥ 21. 
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1.2. Fixpunktverfahren 
 
Beim Fixpunktverfahren betrachtet man Gleichungen den Form x = g(x). 
 
Einführendes Beispiel:  
f(x) = cos x - x = 0 x = g(x) = cos x 
 
 
Vorgehen: 
Skizziere die Kurven y = cos x und y = x. Der 
gesuchten Lösung entspricht die x-Koordinate des 
Schnittpunkts der beiden Kurven. Wähle eine erste 
Näherungslösung x1 und berechne rekursiv die 
weiteren Näherungslösungen durch  
xn+1 = g(xn) = cos xn . 
Konvergiert die Folge, so gilt für den Grenzwert s:  
s = g(s). 
 
Beispiel 1: 
cos x = x    s ≈   0.73908   

                  x   cos x                  en             en+1/en 
1.000000000000 0.540302305868 0.2609149 0.761869 
0.540302305868 0.857553215846 -0.1987828 0.595967 
0.857553215846 0.654289790498 0.1184681 0.715765 
0.654289790498 0.793480358743 -0.0847953 0.641488 
0.793480358743 0.701368773623 0.0543952 0.693376 
0.701368773623 0.763959682901 -0.0377164 0.659516 
0.763959682901 0.722102425027 0.0248745 0.682734 
0.722102425027 0.750417761764 -0.0169827 0.667304 
0.750417761764 0.731404042423 0.0113326 0.677785 
0.731404042423 0.744237354901 -0.0076811 0.670767 
0.744237354901 0.735604740436 0.0051522 0.675513 
0.735604740436 0.741425086610 -0.0034804 0.672325 
0.741425086610 0.737506890513 0.0023400 0.674476 
0.737506890513 0.740147335568 -0.0015782 0.673029 
0.740147335568 0.738369204122 0.0010622 0.674004 
0.738369204122 0.739567202212 -0.0007159 0.673347 
0.739567202212 0.738760319874 0.0004821 0.673790 
0.738760319874 0.739303892397 -0.0003248 0.673492 
0.739303892397 0.738937756715 0.0002188 0.673693 
0.738937756715 0.739184399771 -0.0001474 0.673558 
0.739184399771 0.739018262427 0.0000993 0.673649 
0.739018262427 0.739130176530 -0.0000669 0.673587 
0.739130176530 0.739054790747 0.0000450 0.673629 
0.739054790747 0.739105571927 -0.0000303 0.673601 
0.739105571927 0.739071365299 0.0000204 0.673620 
0.739071365299 0.739094407379 -0.0000138 0.673607 
0.739094407379 0.739078885995 0.0000093 0.673615 
0.739078885995 0.739089341403 -0.0000062 0.673610 
0.739089341403 0.739082298522 0.0000042 0.673614 
0.739082298522 0.739087042695 -0.0000028 0.673611 
0.739087042695 0.739083846965 0.0000019 0.673613 
0.739083846965 0.739085999648 -0.0000013 
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Allgemeines Vorgehen 
 
Bringe die Gleichung f(x) = 0 auf die Form x = g(x) , wobei g eine im Intervall I = [a,b] 
stetige Funktion sei, deren Graph im Quadrat a ≤ x ≤ b bzw. a ≤ y ≤ b liegt. 
Wähle eine erste Näherungslösung x1 und berechne die nächste rekursiv aus xn+1 = g(xn). 
Konvergiert die Folge gegen einen Grenzwert s dann gilt: 
 
s = g(s). 
 
Bemerkung: 
Die "Kunst" besteht darin, die Gleichung f(x) = 0 so auf die Form x = g(x) zu bringen, dass 
die Folge konvergiert. Die folgenden Beispiele lassen vermuten, dass der Graph von g nicht 
zu steil sein darf.  
 

  
 
Monotone Konvergenz Oszillierende Konvergenz 
 

  
 
Monotone Divergenz Oszillierende Konvergenz 
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Tatsächlich gilt der folgende  
 
Satz (ohne Beweis): 
Vor.  
g sei stetig differenzierbar in einer Umgebung des Fixpunkts s und es gelte ( ) 1sg <′   

 
Behauptung 
Die durch xn+1 = g(xn) mit dem Startwert x1 definierte Folge konvergiert gegen s falls die 
Anfangsnäherung hinreichend nahe bei s gewählt wird. 
 
Einige Beispiele für erfolgreiche oder misslungene Wahl der Funktion g 
 
Gleichung  
f(x) = 0 misslungene Wahl erfolgreiche Wahl 

x2 + x - 2 = 0 x = 2 - x2 durch Potenz von x dividieren 1
x

2
x −=   

   Wurzelziehen 2+= xx  

x3 - x - 5 = 0 x = x3 - 5 Wurzelziehen 3 5+= xx  

dividieren 
1

5
2 −

=
x

x  

ln x + x = 0 x = - ln x Umkehrfunktion einführen xex −=  

22 += xex  2−= xex  logarithmieren ( )2ln 2 += xx  
 
Beispiel 2: 
x2  + x - 2 = 0 
 

Lösung mit dem Fixpunktverfahren 1
x

2
)x(gx −==  

2x

2
)x('g −=  
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Iteration x = 2/x - 1 Startwert: x = -3   
      

n xn en = xn - s en+1 = xn+1 - s en+1 / en  

0 -3 -1 0.333333333 -0.33333333  
1 -1.66666667 0.33333333 -0.2 -0.6  
2 -2.2 -0.2 0.090909091 -0.45454545  
3 -1.90909091 0.09090909 -0.04761905 -0.52380952  
4 -2.04761905 -0.04761905 0.023255814 -0.48837209  
5 -1.97674419 0.02325581 -0.01176471 -0.50588235  
6 -2.01176471 -0.01176471 0.005847953 -0.49707602  
7 -1.99415205 0.00584795 -0.00293255 -0.50146628  
8 -2.00293255 -0.00293255 0.001464129 -0.49926794  
9 -1.99853587 0.00146413 -0.0007326 -0.5003663  

10 -2.0007326 -0.0007326 0.000366166 -0.49981692  
11 -1.99963383 0.00036617 -0.00018312 -0.50009156  
12 -2.00018312 -0.00018312 9.15499E-05 -0.49995423  
13 -1.99990845 9.155E-05 -4.5777E-05 -0.50002289  
14 -2.00004578 -4.5777E-05 2.2888E-05 -0.49998856  
15 -1.99997711 2.2888E-05 -1.1444E-05 -0.50000572  
16 -2.00001144 -1.1444E-05 5.72203E-06 -0.49999714  
17 -1.99999428 5.722E-06 -2.861E-06 -0.50000143  
18 -2.00000286 -2.861E-06 1.43051E-06 -0.49999928  
19 -1.99999857 1.4305E-06 -7.1526E-07 -0.50000036  
20 -2.00000072 -7.1526E-07 3.57628E-07 -0.49999982  
21 -1.99999964 3.5763E-07 -1.7881E-07 -0.50000009  
22 -2.00000018 -1.7881E-07 8.9407E-08 -0.49999996  
23 -1.99999991 8.9407E-08 -4.4703E-08 -0.50000002  
24 -2.00000004 -4.4703E-08 2.23517E-08 -0.49999999  
25 -1.99999998 2.2352E-08 -1.1176E-08 -0.5  
26 -2.00000001 -1.1176E-08 5.58794E-09 -0.5  
27 -1.99999999 5.5879E-09 -2.794E-09 -0.5  
28 -2 -2.794E-09    

      
 
Bemerkung: 

Die positive Nullstelle x = 1 ergibt sich mit der Iteration xxgx −== 2)(  und dem 
Startwert x0 = 0.  
 
Im Beispiel x2 + x - 2 = 0 sind in der letzten Spalte die Abweichungen en = xn -s  der 
Näherungen vom vermuteten Grenzwert s und die Quotienten aufeinanderfolgender Fehler 

sx

sx

e

e

n

1n

n

1n

−
−= ++ aufgeführt. Diese Quotienten scheinen sich dem Grenzwert 2

1−  zu nähern. Bei 

jedem Schritt wird also der Fehler ungefähr halbiert. 
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Allg. 
Gilt in einer Umgebung der Nullstelle s |g'(s)| < 1, dann konvergiert das Verfahren.  
Die Konvergenz ist linear. Sei en der Fehler des n-ten Näherungswerts xn, dann gilt:  

)s('g
e

e
lim

n

1n

n
====++++

∞∞∞∞→→→→
  (1) 

d.h. bei jedem Iterationsschritt wird der Fehler etwa um den Faktor g'(s) reduziert (d.h. die 
Fehler bilden ungefähr eine geometrischen Folge). Also ist auch in diesem Fall die 
Konvergenz linear. Mit anderen Worten: Die Anzahl der richtigen Stellen von xn wächst 
linear mit der Anzahl der Iterationen.  
 
Beweis von (1) 
 
Für den Quotient aufeinanderfolgender Fehler gilt  

( ) ( )
sx

sgxg

sx

sx

e

e

n

n

n

n

n

n

−
−=

−
−= ++ 11   (2) 

 
Nach dem Mittelwertsatz der 
Differentialrechnung existiert dann eine  
Stelle ξ ∈ ]xn, s[ für die gilt: 

( ) ( )
sx

sgxg
g

n

n

−
−=′ )(ξ  

Bem. 
Der Satz bedeutet anschaulich, dass an einer  
i.a. unbekannten Stelle ξ die Tangentensteigung 
mit der Steigung der Sekante PQ übereinstimmt  
 
Mit (2) gilt damit: 

( ) ( ) ( )ξg
sx

sgxg

e

e

n

n

n

n ′=
−
−=+1  woraus folgt ( )sgg

e

e
n

n

n

n
′==

∞→

+

∞→
)('limlim 1 ξ  

 
Tatsächlich stimmt im Beispiel 2 der Quotient aufeinander folgender Fehler mit ( ) 2

12 −=−′g  

gut überein. Auch  bei Beispiel 1 (cos x = x)  ergibt sich wegen g‘(x) = sin x eine gute 
Uebereinstimmung  von sin 0.73908 und 0.67361 
 
Im konkreten Fall ist die Funktion g so geschickt zu wählen, dass die Voraussetzung |g'(s)| < 1 
erfüllt ist. Wegen (1) ist die Konvergenz besonders gut, wenn |g'(s)| möglichst klein ist. 
Insbesondere bedeutet ( ) 10

1=′ sg , dass sich bei jedem Schritt die Genauigkeit ungefähr um 

eine weitere Dezimalstelle verbessert. 
Im nächsten Abschnitt wird gezeigt, dass das Newtonverfahren als Spezialfall des 
Fixpunktverfahrens im Idealfall ( ) 0=′ sg aufgefasst werden kann.  
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Beispiel 3: 
Was ist unter dem folgenden Symbol zu verstehen? 

.....2222 ++++  

 
Offenbar ist der Grenzwert der Folge  

21 =x  22+=x  2223 ++=x  … 

gemeint. Sie ergibt sich durch die Iteration 

Iteration 2)( +== xxgx  x ≥ 0 ↔   22 += xx  ↔   022 =−− xx  
 
Mit dem Startwert x0 = 0 erhält man 
 

n xn Abw von 2 nächste Abw. Quotient 
0 0 -2 -0.585786438 0.292893219 
1 1.414213562 -0.585786438 -0.152240935 0.259891532 
2 1.847759065 -0.152240935 -0.038429439 0.252425139 
3 1.961570561 -0.038429439 -0.009630547 0.250603362 
4 1.990369453 -0.009630547 -0.002409088 0.250150659 
5 1.997590912 -0.002409088 -0.000602363 0.250037653 
6 1.999397637 -0.000602363 -0.000150596 0.250009413 
7 1.999849404 -0.000150596 -3.76494E-05 0.250002353 
8 1.999962351 -3.76494E-05 -9.41238E-06 0.250000588 
9 1.999990588 -9.41238E-06 -2.3531E-06 0.250000147 

10 1.999997647 -2.3531E-06 -5.88274E-07 0.250000037 
11 1.999999412 -5.88274E-07 -1.47069E-07 0.250000009 
12 1.999999853 -1.47069E-07 -3.67671E-08 0.250000003 
13 1.999999963 -3.67671E-08 -9.19179E-09 0.249999998 
14 1.999999991 -9.19179E-09 -2.29795E-09 0.249999994 
15 1.999999998 -2.29795E-09 -5.74487E-10 0.250000048 
16 1.999999999 -5.74487E-10 -1.43622E-10 0.249999807 
17 2 -1.43622E-10 -3.59055E-11 0.250000773 
18 2 -3.59055E-11 
 
In der letzten Spalte ist zu beobachten, dass 

wegen 
22

1
)(

+⋅
=′

x
xg  und 4

1)2( =′g  die 

Genauigkeit etwa doppelt so rasch wie im 
Beispiel 2 wächst. 
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Beispiel 4: 
Welche Zahl ist durch den folgenden Kettenbruch bestimmt? 

...1

1
1

1
1

1
1

1
1

1

+
+

+
+

+
 

Der Kettenbruch ist die positive Lösung der Gleichung (goldener Schnitt!)  

( )
x

xgx
+

==
1

1
 012 =−+ xx  

 
n xn Abw von s nächste Abw. Quotient 
0 0 -0.618033989 0.381966011 -0.618033989 
1 1 0.381966011 -0.118033989 -0.309016994 
2 0.5 -0.118033989 0.048632678 -0.412022659 
3 0.666666667 0.048632678 -0.018033989 -0.370820393 
4 0.6 -0.018033989 0.006966011 -0.386271243 
5 0.625 0.006966011 -0.002649373 -0.380328608 
6 0.615384615 -0.002649373 0.00101363 -0.382592469 
7 0.619047619 0.00101363 -0.00038693 -0.381726875 
8 0.617647059 -0.00038693 0.000147829 -0.382057375 
9 0.618181818 0.000147829 -5.64607E-05 -0.381931117 

10 0.617977528 -5.64607E-05 2.15668E-05 -0.38197934 
11 0.618055556 2.15668E-05 -8.23768E-06 -0.38196092 
12 0.618025751 -8.23768E-06 3.14653E-06 -0.381967956 
13 0.618037135 3.14653E-06 -1.20186E-06 -0.381965268 
14 0.618032787 -1.20186E-06 4.59072E-07 -0.381966295 
15 0.618034448 4.59072E-07 -1.7535E-07 -0.381965903 
16 0.618033813 -1.7535E-07 6.69777E-08 -0.381966052 
17 0.618034056 6.69777E-08 -2.55832E-08 -0.381965998 
18 0.618033963 -2.55832E-08 9.77191E-09 -0.381966013 
19 0.618033999 9.77191E-09 -3.73254E-09 -0.381966026 
20 0.618033985 -3.73254E-09 

 
Der n der letzten Spalte ermittelte Wert 
stimmt gut mit dem theoretischen Wert 

3819660112.0)( −≈′ sg  überein. 

( ( )21

1
)(

+
−=′

x
xg ) 
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Uebungsaufgaben: 
a) 
Skizzieren Sie die Kurven y = sin x und y = x2  und leiten Sie daraus die Anzahl der Lösungen 
der Gleichung sin x = x2 her. Bestimmen Sie die positive Lösung mit dem Fixpunktverfahren 

auf 3 Stellen genau. Verwenden Sie die Umformung xx sin= . 
Lösung: 
 
s ≈ 0.8767262 
Der n der letzten Spalte ermittelte Wert stimmt gut mit 
dem theoretischen Wert ...3648066.0)( ≈′ sg  überein. 

(
x

x
xg

sin2

cos
)(

⋅
=′ ) 

Das Resultat bedeutet, dass bei jedem Schritt der Fehler 
ungefähr mit 0.36… multipliziert wird. 

 
 

 

                  xn                  en             en+1/en 
1.000000000000 0.917317275978 0.1232738 0.329276 
0.917317275978 0.891051912475 0.0405911 0.352927 
0.891051912475 0.881891945674 0.0143257 0.360592 
0.881891945674 0.878602842084 0.0051657 0.363284 
0.878602842084 0.877409782350 0.0018766 0.364253 
0.877409782350 0.876975447248 0.0006836 0.364605 
0.876975447248 0.876817118483 0.0002492 0.364733 
0.876817118483 0.876759375000 0.0000909 0.364780 
0.876759375000 0.876738311912 0.0000332 0.364797 
0.876738311912 0.876730628241 0.0000121 0.364803 
0.876730628241 0.876727825224 0.0000044 0.364805 
0.876727825224 0.876726802671 0.0000016 0.364806 
0.876726802671 0.876726429637 0.0000006 0.364806 
0.876726429637 0.876726293552 0.0000002 0.364807 
0.876726293552 0.876726243907 0.0000001 0.364807 
0.876726243907 0.876726225796 0.0000000 0.364807 
0.876726225796 0.876726219190 0.0000000 

 
b) 
Die Gleichung x + ln x = 0 hat die Lösung s ≈ 0.5. Es ist das Konvergenzverhalten der 
folgenden Umformungen zu untersuchen: 

xxg ln:1 −=  
xexg −=:2  

( )xexxg −+⋅= 2
1

3 :  

Lösung: 

( )
x

xg
1

1 =′  ( ) 21 ≈′ sg  divergiert 

( ) xexg −−=′2  ( ) 61.02 ≈′ sg  konvergiert 

( ) ( )xexg −−⋅=′ 12
1

3  ( ) 2.03 ≈′ sg § konvergiert am besten, denn bei jedem Schritt  

    wird der Fehler ungefähr mit 0.2 multipliziert. 
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1.3. Das Newtonverfahren (I. Newton (1642 – 1727) 
 
Geometrische Idee:  
Wähle eine erste Näherung x1 für die 
Nullstelle der Funktion. Ersetze die Kurve  
y = f(x) durch die Kurventangente an der 
Stelle x1 und schneide diese mit der  
x-Achse. Man erhält so i.a. eine bessere 
Näherungslösung x2. Setze das Verfahren 
mit dieser Näherungslösung fort bis die 
gewünschte Genauigkeit erreicht ist. 
 
 
 
 
 
Rechnerische Durchführung: 
Die Tangentensteigung kann auf zwei verschiedene Arten bestimmt werden: 

( ) ( )n
nn

n xf
xx

xf

x

y
m ′=

−
=

∆
∆=

+1

 oder umgeformt: 

)x(f

)x(f
xx

n

n
n1n ′

−=+   Rekursive Definition der Iterationsfolge. 

 
Vorteil:  
rasche Konvergenz, bei jedem Schritt verdoppelt sich die Anzahl der richtigen Stellen 
ungefähr. 
 
Nachteile:  
• Die Funktion f muss differenzierbar sein 
• Das Verfahren konvergiert nicht in jedem Fall. Probleme ergeben sich wenn der Graph von  
   f im betrachteten Intervall  
   (fast) eine horizontale Tangente hat (Beispiel: y = ln x mit x1 = 3 oder  
   einen Wendepunkt hat (vgl. Satz in FuT) 
 
Lösung des Beispiels 2  
x2  + x - 2 = 0 mit dem Newtonverfahren:  
 

f(x) = x2  + x - 2 f '(x) = 2x + 1 f ''(x) = 2 
)x(f

)x(f
xx

n

n
n1n ′

−=+  

 
      

n         en = xn - s         en+1 = xn+1 - s       en+1 / en       en+1 / en
2 

0 -3 -1 -0.2 0.20000000 0.20000000 
1 -2.2 -0.2 -0.01176471 0.05882353 0.29411765 
2 -2.01176471 -0.01176471 -4.5777E-05 0.00389105 0.33073930 
3 -2.00004578 -4.5777E-05 -6.9849E-10 0.00001526 0.33332316 
4 -2 -6.9849E-10    
 
Die letzten beiden Spalten werden später untersucht. 
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Beispiel 5: Berechnung von Wurzeln 
 

Die Funktion f(x) = x3 –a  hat für a > 0 die Nullstellen 3 a . 
Nach Newton erhält man die folgende Rekursionsformel 
 









+⋅=−−=

′
−=+ 23

1
2

3

1 2
3)(

)(

n
n

n
n

n

n
nn x

a
x

x

ax
x

xf

xf
xx

n

 

Als Startwert wählt man 
2

1
1

+= a
x  

 
Beispiel: a = 27 

 

                n            xn          2xn         a/xn^2          xn+1 
1 14.0000000000 28 0.1377551020 9.3792517007 
2 9.3792517007 18.7585034 0.3069215500 6.3551416504 
3 6.3551416504 12.7102833 0.6685182907 4.4596005305 
4 4.4596005305 8.919201061 1.3576000561 3.4256003724 
5 3.4256003724 6.851200745 2.3008609314 3.0506872254 
6 3.0506872254 6.101374451 2.9011380642 3.0008375050 
7 3.0008375050 

 
 
Das Newtonverfahren als Spezialfall des Fixpunktverfahrens.  

In diesem Fall hat die Funktion g die Form 
)x('f
)x(f

x)x(g −−−−====  

 

Es gilt: Wegen 
( )

( ) ( )22

2

)('

)()(

)('

)()()(
1)(

xf

xfxf

xf

xfxfxf
xg

′′⋅=
′′⋅−′

−=′ gilt wegen f(s) = 0 tatsächlich 

0)s('g
e

e
lim

n

1n

n
========++++

∞∞∞∞→→→→
. 

In der Lösung von Beispiel 2 mit dem Newtonverfahren sind neben der Spalte 
sx

sx

e

e

n

1n

n

1n

−
−= ++  

zusätzlich die Quotienten 1
2

n

n

e

e
+  aufgeführt. Diese Quotienten scheinen sich ebenfalls einem 

Grenzwert zu nähern. 
Indem man g in eine Taylorreihe entwickelt, kann gezeigt werden das gilt: 

)s(g
e

e
lim 2

1
2
n

1n

n
′′′′′′′′====++++

∞∞∞∞→→→→
.  

 
Man sagt: Das Newtonverfahren konvergiert quadratisch. Dies bedeutet, dass sich bei jedem 
Schritt die Anzahl der richtigen Stellen ungefähr verdoppelt. 
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Illustration am Beispiel 2: 

f(x) = x2  + x - 2 f '(x) = 2x + 1 f ''(x) = 2 
)x(f

)x(f
xx

n

n
n1n ′

−=+  

)('

)(
)(

xf

xf
xxg −=  ( )

( )
( )2

2

2 21

)22

)('

)()(
)(

x

xx

xf

xfxf
xg

+
−+=

′′⋅=′  ( ) ( )321

18

x
xg

+
=′′  

 
In Übereinstimmung mit der Theorie zeigt das Beispiel, dass  

der Quotient aufeinanderfolgender Fehler 
n

1n

e

e +  sich dem Grenzwert g '(-2) = 0 nähert und  

der Quotient 
2
n

1n

e

e + dem Grenzwert ( ) 3
1

27
18

2
1

2
1 2 −=⋅−=−′′g . 

 
      

n  en = xn - s en+1 = xn+1 - s en+1 / en en+1 / en
2 

0 -3 -1 -0.2 -0.20000000 -0.20000000 
1 -2.2 -0.2 -0.01176471 -0.05882353 -0.29411765 
2 -2.01176471 -0.01176471 -4.5777E-05 -0.00389105 -0.33073930 
3 -2.00004578 -4.5777E-05 -6.9849E-10 -0.00001526 -0.33332316 
4 -2 -6.9849E-10    
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1.4 Anwendung des Newtonverfahrens bei Polynomen 
 
Einführendes Beispiel: 
 

4x12x3x2)x(f 23 −−+=   
 
Die Lage der Nullstellen hängt von den Koeffizienten ab. Es gibt verschiedene 
Abschätzungen für Intervalle z.B. (ohne Beweis) 
 
Satz: 

Es sei 0a,n,...,2,1,0i,Ra,Nnxa)x(f ni

n

0i

i
i ≠=∈∈∑=

=
 und  

n

nn

n

n

n

n

n

a

a

a

a

a

a

a

a
M 0

3
321 ...,,...,,,max −−−














=  

 
Dann liegen alle möglichen Nullstellen des Polynoms f im Intervall (-2M,2M) 
 
Im Beispiel ergibt dies: 
 
Nullstellen eines Polynoms 3. Grades 

Koeffizienten 
2 3 -12 -4 

Lage der Nullstellen 

1.5 2.4494897 1.25992105 

Damit liegen alle Nullstellen im Intervall [-4.9, 4.9] 

                          xn     f(xn)              f'(xn)                  xn+1 
0.000 -4.000 -12.000 -0.3333333 

-0.333 0.259 -13.333 -0.3138889 
-0.314 0.000 -13.292 -0.3138593 
-0.314 0.000 -13.292 -0.3138593   = x1 

Horner 
2 3 -12 -4.0000 x1 

-0.628 -0.745 4.0000 -0.313859 
2.000 2.372 -12.745 0.0000000 

Diskriminante x2 
107.58422 2.000000 

x3 
-3.186141 

Newton.xls 
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Nullstellen eines Polynoms 4. Grades 
1.175.453.4013)( 234 +−+−= xxxxxf  

 

Koeffizienten 
1 -13 40.3 -45.5 17.1

Lage der Nullstellen 
1 13 6.3482281 3.57001849 2.03352271     M = 13 

Damit liegen alle Nullstellen im Intervall [-26, 26] 

                xn                   f(xn)          f'(xn)             xn+1 
0.8 0.2456 -3.932 0.86246185

0.86246185 0.04811221 -2.42921611 0.8822675
0.8822675 0.00429069 -1.99966737 0.88441321

0.88441321 4.8534E-05 -1.95447257 0.88443804
0.88443804 6.47523E-09 -1.95395106 0.8844380     x1 

Horner mit x1 

1 -13 40.3 -45.5 17.1  x1 
0.884438039 -10.7154639 26.1656891 -17.10.884438

1 -12.11556196 29.5845361 -19.3343109 6.4752E-09

1 -12.115562 29.584536 -19.33431    Deflation 

             xn                f(xn)           f'(xn)           xn+1 

1 -0.865336701 8.35341222 1.10359081
1.10359081 -0.096707958 6.49702857 1.11847576
1.11847576 -0.001947507 6.23557552 1.11878808 x2 
1.11878808 -8.54477E-07 6.23010385 1.1187882 1.1187882

Horner mit x2 

1 -12.115562 29.584536 -19.33431          x2 
1.118788217 -12.3030609 19.33431091.1187882

1 -10.99677374 17.2814753 -1.6342E-13
x3 

Diskriminante 51.80313177 9.0971065
x4 

1.8996672
  
Übungsaufgabe: 
Nullstellen des Polynoms 3. Grades mit der Gleichung 104)( 23 −+= xxxf  
 
Lösung: 
x1 ≈ 1.365230,  x2,3 komplex. 
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Vorgehen1:  
Bestimme grafisch Näherungswerte für jede einzelne der Nullstellen und verbessere sie nach 
Newton. 
Vorgehen 2 mit Deflation:  
Spalte nach Horner jede einmal gefundene Nullstelle als Linearfaktor ab und bestimme 
allfällige weitere Nullstellen bei diesem Polynom kleineren Grades. 
 
Vorteil von Vorgehen 2.: Keine Störung durch bereits berechnete Nullstellen, Nullstellen 
höherer Ordnung werden erkannt. Nach jeder Nullstellenbestimmung reduziert sich der Grad. 
Nachteil: Beim Abspalten rechnet man mit einem Polynom, das fehlerhafte Koeffizienten 
besitzt. Der Linearfaktor liegt nur näherungsweise vor, Rundungsfehler kommen dazu, Fehler 
pflanzen sich fort und wirken sich auf weitere Nullstellen aus. 
 
Ist die Empfindlichkeit einer Lösung von den Ausgangsdaten gross, dann sagt man das 
Problem sei schlecht konditioniert. Das heisst, dass die Resultate sich stark ändern, wenn die 
Eingangsdaten nur wenig verändert werden. Wie das folgende Beispiel zeigt, ist das Problem 
mehrfache Nullstellen zu bestimmen immer schlecht konditioniert. 
 
Beispiel: 
Das Polynom  

( ) 1331)( 233 −+−=−= xxxxxf  hat die dreifache Nullstelle x = 1. 
Verändert man zwei Koeffizienten nur um 10-6 dann hat das neue Polynom 

999999.03000001.3)( 23 −+−= xxxxf  drei einfache Nullstellen nämlich: 
x1 = 1, x2 = 1.0014 und x3 = 0.9986. 
 
Das in der Literatur erwähnte Wilkinson-Polynom ist schlecht konditioniert, obwohl keine 
mehrfachen Nullstellen auftreten: 

( ) ( ) ( ) ( ) ....2192019.....21)( 1920 +−=−⋅−⋅−⋅−= xxxxxxxf  
Verändert man nur den zweiten Koeffizienten -219 zu -(219+2-23, dann sind 10 der 20 
Nullstellen nicht mehr reell, zwei davon haben einen Imaginärteil von 2.8. 
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1.5 Aufgaben: 
a) 
Bestimmen Sie die Koordinaten des Schnittpunkts der 
Kurven mit den Gleichungen  

1
1y

x
= +  und lny x=  

Newtonverfahren: 

( ) 1
ln 1f x x

x
= − +  

( ) 2

1 1
f x

x x
′ = +  

 
 
 
 
 
 

Newton-Verfahren f(x)= ln x - 1/x -1 f '(x) = 1/x + 1/x2 

           
     n           xn            f(xn)         f '(xn)                xn+1 

1 4.0000000000 0.13629436112 0.3125000000 3.5638580444 
2 3.5638580444 -0.00975111172 0.3593282264 3.5909951046 
3 3.5909951046 -0.00004499030 0.3560223016 3.5911214740 
4 3.5911214740 -0.00000000096 0.3560070447 3.5911214767 
5 3.5911214767 0.00000000000 0.3560070443 3.5911214767 

 
b) 
An welchen Stellen im Intervall [0, π/2] hat die Funktion 
g mit der Gleichung 

( ) cosg x x x= ⋅  ein Extremum? 

 

( ) cos sing x x x x′ = − ⋅  

Gesucht sind die Lösungen der Gleichung 
cos sin 0x x x− ⋅ =  
Lösung mit dem Newtonverfahren: 

( ) cos sinf x x x x= − ⋅  

( )( ) 2sin cosf x x x x′ = − + ⋅  

           xn              f(xn)         f '(xn)                xn+1 
1.0000000000 -0.30116867894 -2.2232442755 0.8645363974 
0.8645363974 -0.00874161914 -2.0826669178 0.8603390776 
0.8603390776 -0.00001140101 -2.0772238307 0.8603335890 
0.8603335890 -0.00000000002 -2.0772166716 0.8603335890 
0.8603335890 0.00000000000 -2.0772166716 0.8603335890 
 
Der Graph der Funktion g hat an der Stelle x ≈ 0.8603 ein lokales Maximum. 
Die in der Nähe liegenden Berührungspunkte des Graphen mit den begrenzenden Geraden 
y x= ±  können elementar aus der Gleichung cosx x x⋅ = ±  oder cos 1x = ±  berechnet werden. 
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c) 
Ein Oeltank hat die Gestalt eines liegenden 
Zylinders mit dem Radius r = 1.2m und der 
Länge l = 5m. Wie hoch steht das Oel, wenn 
der Tank zu einem Viertel gefüllt ist?  
 
Das Volumen des Oels berechnet sich aus 
dem Kreissegment der Höhe h und der 
Länge l des Zylinders zu 

( )21
2 sinV r lα α= ⋅ ⋅ − ⋅  

Dieses Volumen muss gleich einem Viertel 
des Zylindervolumens sein: 

( )2 21
2 4sinV r l r lπα α= ⋅ ⋅ − ⋅ = ⋅ ⋅  

Dies führt nach Division durch r2  und l  und Multiplikation mit 2 auf die folgende Gleichung: 

( ) 2sin 0f πα α α= − − = . 

Aus der Lösung für α mit dem Newtonverfahren ergibt sich die gesuchte Höhe zu 

( )21 cosh r α= ⋅ − . 
Newton-Verfahren f(x) = x - sin x -pi/2 f '(x) = 1 - cos x 
      
n           xn                     f(xn)             f '(xn)                   xn+1 

2.00000000 -0.48009375 1.41614684 2.33901411 
2.33901411 0.04906758 1.69485466 2.31006320 
2.31006320 0.00030417 1.67374634 2.30988147 
2.30988147 0.00000001 1.67361203 2.30988146 

im Gradmass α = 132.35° 
  
r = 1.2m          Füllhöhe h = 0.7152 m 
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d) 
Aufgabe:  
Wie tief sinkt eine Holzkugel von 2.40 dm Durchmesser  
mit der Dichte ρH = 0.800 kg/dm3in Wasser mit der Dichte  
ρW = 1 kg/dm3 ein? 
 
Die oberhalb bzw. unterhalb der Wasseroberfläche 
liegenden Teile der Kugel sind Kugelsegmente. Für das 
Volumen gilt: 
 

( )2
3 3V h r hπ= ⋅ ⋅ −  

Nach dem archimedischen Prinzip ist das Gewicht des vom 
untern Teil der Holzkugel verdrängten Wassers gleich dem 
Gewicht der gesamten Holzkugel. Damit gilt: 

( ) ghrhgr WH ⋅⋅−⋅⋅=⋅⋅⋅ ρπρπ 32
3
13

3
4   gπ

3⋅  

323 34 hhrr WWH ⋅−⋅⋅⋅=⋅⋅⋅ ρρρ   
Wρ
1⋅  

0
4

3 323 =⋅+⋅⋅− rhrh
W

H

ρ
ρ

   3
1
r

⋅  

0
4

3
23

=+






⋅−








W

H

r

h

r

h

ρ
ρ

   Substitution 
r

h
x =  

02.33 23 =+⋅− xx  
 
 
Nullstellen eines Polynoms 3. Grades 

Koeffizienten 
1 -3 0 3.2 

                xn                 f(xn)            f'(xn)                 xn+1 

1.000 1.200 -3.000 1.4000000 
1.400 0.064 -2.520 1.4253968 
1.425 0.001 -2.457 1.4257185 
1.426 0.000 -2.456 1.4257185   =x1 

Nullstelle nach Horner abspalten 
1 -3 0 3.2000 

1.426 -2.244 -3.2000 1.425719 
1.000 -1.574 -2.244 0.0000000 

Diskriminante 
11.4562912 x2 2.479498 

x3 -0.905216 
 
Die Holzkugel sinkt etwa 1.43 dm tief (die beiden andern Lösungen liegen nicht im  
Intervall [0, 2.4]). 



 

Numerische Mathematik_iteration_neu 19.05.03 

21

e) 
Eine Geiss weidet auf einer kreisförmigen 
Wiese vom Radius r = 1. Der Bauer bindet 
Sie am Rande an einen Pflock an. Wie ist 
die Stricklänge x zu bestimmen, dass die 
Geiss gerade die Hälfte des Weideplatzes 
abgrasen kann? 
 
Der Winkel α ist so zu bestimmen, dass die 
Inhalte der beiden Kreissegmente zusammen 
gerade den Inhalt der halben Kreisfläche 
ausmachen: 

π⋅=+ 2
1

21 II  (1) 

h kann in den rechtwinkligen Dreiecken 
berechnet worden: 
 

( ) ααααπα cossin2)2sin(2sinsin ⋅==−=⋅= xh  woraus folgt 
αcos2=x  

 
Das Kreissegment (Sektor – Dreieck) mit Radius x und dem Bogen CAD hat den Inhalt 

( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) ( )( )ααααααα

ααα
2sin2cos22sin22sin2

2sin22sin
22

2
12

2
1

2
2
12

2
1

1

−⋅=−⋅=⋅−⋅⋅⋅=

⋅−⋅⋅⋅=⋅−⋅⋅=

xxxx

xxxxbxI
 

 
Analog gilt für das Kreissegment mit Radius 1 und dem Bogen CBD: 

( )( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )( ) ( )ααπααπααπ

ααππ
4sin24sin424sin22

4sin122122sin11

2
1

2
1

2
1

22
2
1

2
1

2

⋅+−=+−⋅=⋅+−⋅⋅=
⋅+−⋅⋅⋅=−⋅−⋅⋅= abI

 

 
Damit gilt nach (1) 

( )( ) ( ) πααπααα ⋅=⋅+−+−⋅=+ 2
1

2
12

21 4sin22sin2cos2II  oder 

( )( ) ( ) 04sin22sin2cos2 2
1

2
12

21 =⋅+−⋅+−⋅=+ ααπαααII  

 
Lösung durch Bisektion auf der nächsten Seite: 
α = 0.952847  und daraus  1587.1cos2 ≈= αx  
 
Das heisst: Der Radius R des Stricks muss etwa das 1.16-fache des gegebenen Radius r der 
Kreisfläche betragen. 
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untere obere Grenze 
 

       Mitte 
 

n           a           b 
         
f(a) 

         
f(b)          m      f(m) Intervallbreite 

      0 0.00000 1.50000 1.57080 -1.54030 0.75000 0.67941 1.50000 

1 0.75000 1.50000 0.67941 -1.54030 1.12500 -0.62067 0.75000 

2 0.75000 1.12500 0.67941 -0.62067 0.93750 0.05509 0.37500 

3 0.93750 1.12500 0.05509 -0.62067 1.03125 -0.28450 0.18750 

4 0.93750 1.03125 0.05509 -0.28450 0.98438 -0.11401 0.09375 

5 0.93750 0.98438 0.05509 -0.11401 0.96094 -0.02916 0.04688 

6 0.93750 0.96094 0.05509 -0.02916 0.94922 0.01305 0.02344 

7 0.94922 0.96094 0.01305 -0.02916 0.95508 -0.00803 0.01172 

8 0.94922 0.95508 0.01305 -0.00803 0.95215 0.00252 0.00586 

9 0.95215 0.95508 0.00252 -0.00803 0.95361 -0.00276 0.00293 

10 0.95215 0.95361 0.00252 -0.00276 0.95288 -0.00012 0.00146 

11 0.95215 0.95288 0.00252 -0.00012 0.95251 0.00120 0.00073 

12 0.95251 0.95288 0.00120 -0.00012 0.95270 0.00054 0.00037 

13 0.95270 0.95288 0.00054 -0.00012 0.95279 0.00021 0.00018 

14 0.95279 0.95288 0.00021 -0.00012 0.95284 0.00005 0.00009 

15 0.95284 0.95288 0.00005 -0.00012 0.95286 -0.00004 0.00005 

16 0.95284 0.95286 0.00005 -0.00004 0.95285 0.00000 0.00002 

17 0.95285 0.95286 0.00000 -0.00004 0.95285 -0.00002 0.00001 

18 0.95285 0.95285 0.00000 -0.00002 0.95285 -0.00001 0.00001 

19 0.95285 0.95285 0.00000 -0.00001 0.95285 0.00000 0.00000 

20 0.95285 0.95285 0.00000 0.00000 0.95285 0.00000 0.00000 
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f) 
Eine Leiter der Länge 3m berührt den 
Boden, die Wand und eine würfelförmige 
Kiste der Kantenlänge 1 m. Welche Höhe 
kann die Leiter erreichen? 
 
Die Achsenabschnitte erfüllen das folgende 
Gleichungssystem: 

1

922

−
=

=+

x

x
y

yx
 

Die erste Gleichung ergibt sich mit dem 
Pythagoras, die zweite aus den 
Seitenverhältnissen der beiden Dreiecke in 
der Figur. 
 
Mit der Einsetzmethode erhält man 

9
1

2
2 =









−
+

x

x
x  

Multiplikation mit dem Hauptnenner führt 
auf 

( ) ( )2222 191 −⋅=−⋅+ xxxx  vereinfacht 

091872 234 =−+−− xxxx . 
Der Graph des zugehörigen Polynoms  
4. Grades ist in der Skizze dargestellt.Es ist 
ersichtlich, dass zwei Nullstellen im 
Intervall [1,3] existieren. Diese können mit 
dem Newtonverfahren (auf der folgenden Seite) bestimmt werden. Im betrachteten Intervall 
liegen die Lösungen x1 und x3. 
 
Aus den beiden Lösungen für x ergeben sich die zugehörigen Werte für y aus der zweiten 
Gleichung des Systems: 
x1 ≈ 2.492 y1 ≈ 1.670 
x3 ≈ 1.670 y3 ≈ 2.492 
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Lösung der Gleichung mit dem Newtonverfahren 
 

091872 234 =−+−− xxxx  
 
Start mit  
x1 = 3 
 

Koeffizienten 
1 -2 -7 18 -9 

                                             xn        f(xn)          f '(xn)             xn+1 

3 9 30 2.7 
2.7 2.3481 15.192 2.54543839 

2.54543839 0.45876392 9.45851684 2.49693566 
2.49693566 0.03813056 7.90523057 2.4921122 
2.4921122 0.00035801 7.75696932 2.4920660 x1 

Horner mit x1 

1 -2 -7 18 -9          x1 
2.4921122 1.2263988 -14.388462 9.00035801 2.4921122 

1 0.4921122 -5.7736012 3.61153805 0.00035801 

1 0.4921122 -5.773601 3.611538 Deflation 

                                            xn         f(xn)        f '(xn)         xn+1 

1 
-

0.66995095 -1.7893768 0.62559537 

0.62559537 0.43703658 
-

3.98376625 0.73529975 

0.73529975 0.02983011 
-

3.42790409 0.74400189 

0.74400189 0.00020497 
-

3.38071996 0.7440625 x2 

Horner mit x2 

1 0.4921122 -5.773601 3.611538           x2 
0.74406252 0.91979127 -3.61153804 0.7440625 

1 1.23617471 
-

4.85380992 1.0014E-08 

Diskriminante x3 1.6701089 
20.9433676 x4 -2.906284 

 


