Numerische Mathematik

Einleitung

Viele in der Praxis auftretende Probleme kénnehtregplizit, sondern "nur" mit Naherungs-
verfahren gel6st werden:

1 lteration: Numerische Losung von Gleichungeneimer Variablen f(x) = 0.

2 Integration: Berechnung von bestimmten Integrale

3 Elimination:  LOsung eines Gleichungssystems,sSalgorithmus, lineare Optimierung

4 Interpolation:  Gesucht ist eine Funktion, dievargegebenen Stutzstellengegebene
Funktionswerte ynnimmt

5 Numerische Losung von Differentialgleichungen

Im folgenden werden einige Algorithmen zur Losuingsdr Probleme besprochen. Algo-
rithmen sind rezeptartige Verfahren, die fur eineze Problemklasse in endlich vielen
Schritten eine Naherungslosung liefern. Diese \eefa sollen folgende Eigenschaften
haben:

Der Rechenaufwand (Anzahl der Multiplikationen watitionen) soll mdglichst klein sein
d.h. der Algorithmus soll effizient sein.

Die bei Naherungsverfahren auftretenden Fehleesolidglichst gering sein und abgeschatzt
werden konnen.

Numerische Probleme, die auftreten kdnnen:

Eine Subtraktion zweier ungefahr gleich grosseretaist wegen der Ausléschung von Zif-
fern zu vermeiden.

Es kann vorkommen, dass eine geringfligige Andedemg\usgangsdaten eine starke Ande-
rung der Lésung bewirkt. In diesem Fall heisstashlem schlecht konditioniert.

Ein Algorithmus heisst instabil, wenn sich kleinghker (z.B. Rundungsfehler) in den Folge-
schritten vervielfachen. Gefragt sind deshalb sabligorithmen.
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1. Iteration: Losung von Gleichungen mit einer Varablen f(x) =0
Unter Iteration versteht man einen Rechenvorgaegsidh standig wiederholt.

Das Problem:
Gegeben ist eine reellwertige Funktion f, die imeen Intervall | = [a,b] stetig ist. Gesucht
sind die Nullstellen der Funktion f, das heisstraiellen Losungen der Gleichung f(x) = O.

In den folgenden Abschnitten werden verschiedené&aWeen entwickelt, um Nullstellen
iterativ mit beliebiger Genauigkeit zu bestimmaeallsfeine erste Naherung bekannt ist.
Nach dem Nullstellensatz (Zwischenwertsatz) hat stetige Funktion, die an den
Intervallgrenzen verschiedene Vorzeichen annimnmdestens eine Nullstelle in diesem
Intervall. Ein solches Intervall kann mit einer Watabelle oder grafisch gefunden werden.

Beispiel:
Gleichung: x® =5x*—4x-1
Zugehorige Funktion f: f(x)=x*-5x% +4x+1

Der Graph der Funktion zeigt, dass f in den Intdevna
[-1,0], [1,2] und [3,4] das Vorzeichen wechselarbit
hat f in diesen drei Intervallen je eine Nullstelle

1.1. Intervallhalbierung ( Gabelverfahren, Bisektionsverfahren)

Die Nullstelle s wird schrittweise durch Halbierges Intervalls angenahert.

Annahme:

Die Funktion f ist stetig im Intervall | = [a,b] dres ist f(a) < 0 bzw. f(b) > 0 (allenfalls kann
man die Gleichung f(x) = 0 mit (-1) multiplizieren)

Durchfuhrung:
1. bestimme die Intervallmitten:= 4 (a + b)

2. wenn f(m) = 0 stop
3. wenn f(m) < 0, dann a := m, sonst b :=m 4

4. wiederhole ab 1. bis die gewiinschte vr v

Genauigkeit erreicht ist.

Vorteil:
Dieses einfache Verfahren konvergiert stets gegen e - -

Nullstelle s von f, sofern die Voraussetzung etfigh.

Die Funktion f muss nicht differenzierbar sein.

Nachteil:

Die Konvergenz ist langsam. Die Fehler bilden uaetine geometrische Folge d.h. die
Anzahl der richtigen Stellen wachst linear mit Aezahl der Iterationen. In diesem Fall
spricht man vominearer Konvergenz

Wegen'/1s < Y10 < /g sind fiir jede weitere Stelle etwa 3 bis 4 Iteraiwchritte notwendig.
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Musterbeispiel

- %+x-2=0

n a b f(a) f(b) m f(m)
0 -4.000000000 -1.000000000 10.000000000 -2.000000000 -2.500000000 1.750000000
1 -2.500000000 -1.000000000 1.750000000 -2.000000000 -1.750000000 -0.687500000
2 -2.500000000 -1.750000000 1.750000000 -0.687500000 -2.125000000 0.390625000
3 -2.125000000 -1.750000000 0.390625000 -0.687500000 -1.937500000 -0.183593750
4 -2.125000000 -1.937500000 0.390625000 -0.183593750 -2.031250000 0.094726563
5 -2.031250000 -1.937500000 0.094726563 -0.183593750 -1.984375000 -0.046630859
6 -2.031250000 -1.984375000 0.094726563 -0.046630859 -2.007812500 0.023498535
7 -2.007812500 -1.984375000 0.023498535 -0.046630859 -1.996093750 -0.011703491
8 -2.007812500 -1.996093750 0.023498535 -0.011703491 -2.001953125 0.005863190
9 -2.001953125 -1.996093750 0.005863190 -0.011703491 -1.999023438 -0.002928734
10 -2.001953125 -1.999023438 0.005863190 -0.002928734 -2.000488281 0.001465082
11 -2.000488281 -1.999023438 0.001465082 -0.002928734 -1.999755859 -0.000732362
12 -2.000488281 -1.999755859 0.001465082 -0.000732362 -2.000122070 0.000366226
13 -2.000122070 -1.999755859 0.000366226 -0.000732362 -1.999938965 -0.000183102
14 -2.000122070 -1.999938965 0.000366226 -0.000183102 -2.000030518 0.000091554
15 -2.000030518 -1.999938965 0.000091554 -0.000183102 -1.999984741 -0.000045776
16 -2.000030518 -1.999984741 0.000091554 -0.000045776 -2.000007629 0.000022888
17 -2.000007629 -1.999984741 0.000022888 -0.000045776 -1.999996185 -0.000011444
18 -2.000007629 -1.999996185 0.000022888 -0.000011444 -2.000001907 0.000005722
19 -2.000001907 -1.999996185 0.000005722 -0.000011444 -1.999999046 -0.000002861
20 -2.000001907 -1.999999046 0.000005722 -0.000002861 -2.000000477 0.000001431
21 -2.000000477 -1.999999046 0.000001431 -0.000002861 -1.999999762 -0.000000715
22 -2.000000477 -1.999999762 0.000001431 -0.000000715 -2.000000119 0.000000358
23 -2.000000119 -1.999999762 0.000000358 -0.000000715 -1.999999940 -0.000000179
24 -2.000000119 -1.999999940 0.000000358 -0.000000179 -2.000000030 0.000000089
25 -2.000000030 -1.999999940 0.000000089 -0.000000179 -1.999999985 -0.000000045

(iteratz2g.xls)

Uebungsaufgabe:
Bestimmen Sie die Loésung der folgenden Gleichurdyenh Intervallhalbierung
(3 Iterationen).

a) x> =3

b) x*=50

Wieviele Iterationen sind theoretisch ungefahrgatm die Lésung auf 6 Stellen genau zu
bestimmen?

LOsungen

a) [-1, 0], [-1, -0.5], [-0.75, -0.5], [-0.75, -®B] x= 0.6860....

b) [3,4], [3, 3.5], [3.25, 3.5], [3.25, 3.375]x = 3.2872.....

Fur eine Dezimalstelle sind 3 — 4 Iterationen ndiig 6 Stellen also 18 — 24 Iterationen.

Aus der Bedingung" <5007 erhalt man genauer=n21.
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1.2. Fixpunktverfahren
Beim Fixpunktverfahren betrachtet man Gleichungem Borm x = g(x).

Einfuhrendes Beispiel:

f(x) =cosx-x=0 X = g(X) = cos X

Vorgehen: T

Skizziere die Kurven y = cos x und y = x. Der s

gesuchten Lésung entspricht die x-Koordinate des

Schnittpunkts der beiden Kurven. Wahle eine erste
N&aherungslosungound berechne rekursiv die
weiteren Naherungslosungen durch o
Xn+1 = (%) = COS X .

Konvergiert die Folge, so gilt fir den Grenzwert s: C e
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s = g(s).

Beispiel 1:

COS X =X s= 0.73908

X COS X €n en+1/en

1.000000000000 0.540302305868 0.2609149 0.761869
0.540302305868 0.857553215846 -0.1987828 0.595967
0.857553215846 0.654289790498 0.1184681 0.715765
0.654289790498 0.793480358743 -0.0847953 0.641488
0.793480358743 0.701368773623 0.0543952 0.693376
0.701368773623 0.763959682901 -0.0377164 0.659516
0.763959682901 0.722102425027 0.0248745 0.682734
0.722102425027 0.750417761764 -0.0169827 0.667304
0.750417761764 0.731404042423 0.0113326 0.677785
0.731404042423 0.744237354901 -0.0076811 0.670767
0.744237354901 0.735604740436 0.0051522 0.675513
0.735604740436 0.741425086610 -0.0034804 0.672325
0.741425086610 0.737506890513 0.0023400 0.674476
0.737506890513 0.740147335568 -0.0015782 0.673029
0.740147335568 0.738369204122 0.0010622 0.674004
0.738369204122 0.739567202212 -0.0007159 0.673347
0.739567202212 0.738760319874 0.0004821 0.673790
0.738760319874 0.739303892397 -0.0003248 0.673492
0.739303892397 0.738937756715 0.0002188 0.673693
0.738937756715 0.739184399771 -0.0001474 0.673558
0.739184399771 0.739018262427 0.0000993 0.673649
0.739018262427 0.739130176530 -0.0000669 0.673587
0.739130176530 0.739054790747 0.0000450 0.673629
0.739054790747 0.739105571927 -0.0000303 0.673601
0.739105571927 0.739071365299 0.0000204 0.673620
0.739071365299 0.739094407379 -0.0000138 0.673607
0.739094407379 0.739078885995 0.0000093 0.673615
0.739078885995 0.739089341403 -0.0000062 0.673610
0.739089341403 0.739082298522 0.0000042 0.673614
0.739082298522 0.739087042695 -0.0000028 0.673611
0.739087042695 0.739083846965 0.0000019 0.673613
0.739083846965 0.739085999648 -0.0000013



Allgemeines Vorgehen

Bringe die Gleichung f(x) = 0 auf die Form x = g(xyobei g eine im Intervall | = [a,b]
stetige Funktion sei, deren Graph im Quadrmaixa b bzw. a< y < b liegt.

Wabhle eine erste Naherungslosungind berechne die n&chste rekursiv als=x g(x).
Konvergiert die Folge gegen einen Grenzwert s dgitin

s =g(s).

Bemerkung:

Die "Kunst" besteht darin, die Gleichung f(x) =®auf die Form x = g(x) zu bringen, dass
die Folge konvergiert. Die folgenden Beispiele éasgermuten, dass der Graph von g nicht
zu steil sein darf.
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Tatséachlich gilt der folgende

Satz (ohne Beweis):

Vor.

g sei stetig differenzierbar in einer Umgebung Eiepunkts s und es gelfg'(s) <1

Behauptung

Die durch x+1 = g(x)) mit dem Startwert xdefinierte Folge konvergiert gegen s falls die

Anfangsnéherung hinreichend nahe bei s gewahlt wird

Einige Beispiele fur erfolgreiche oder misslung®vighl der Funktion g

Gleichung
f(x) =0

X2 +x-2=0

x3-x-5=0
dividieren
Inx+x=0

e =x>+2

Beispiel 2:
X2 +x-2=0

Losung mit dem Fixpunktverfahrem = g(x) =g—1
X

misslungene Wahl

X=2-%

X=X-5

X = S
x? -1
=-Inx

durch Potenz von x dividieren

Wurzelziehen
Wurzelziehen

Umkehrfunktion einfiihren

logarithmieren

g(x)=-

o

erfolgreiche Wahl

X:E—l
X

=4/ X

+
N

X
X

we
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Iteration Xx=2/x-1 Startwert: X=-3

n Xn en=Xn-S €n+1 = Xn+1-S €n+1/ €n
0 -3 -1 0.333333333 -0.33333333
1 -1.66666667 0.33333333 -0.2 -0.6
2 -2.2 -0.2 0.090909091 -0.45454545

3 -1.90909091 0.09090909 -0.04761905 -0.52380952
4 -2.04761905 -0.04761905 0.023255814 -0.48837209
5-1.97674419 0.02325581 -0.01176471 -0.50588235
6 -2.01176471 -0.01176471 0.005847953 -0.49707602
7 -1.99415205 0.00584795 -0.00293255 -0.50146628
8 -2.00293255 -0.00293255 0.001464129 -0.49926794
9 -1.99853587 0.00146413 -0.0007326 -0.5003663
10 -2.0007326 -0.0007326 0.000366166 -0.49981692
11 -1.99963383 0.00036617 -0.00018312 -0.50009156
12 -2.00018312 -0.00018312 9.15499E-05 -0.49995423
13 -1.99990845 9.155E-05 -4.5777E-05 -0.50002289
14 -2.00004578 -4.5777E-05 2.2888E-05 -0.49998856
15 -1.99997711 2.2888E-05 -1.1444E-05 -0.50000572
16 -2.00001144 -1.1444E-05 5.72203E-06 -0.49999714
17 -1.99999428 5.722E-06 -2.861E-06 -0.50000143
18 -2.00000286 -2.861E-06 1.43051E-06 -0.49999928
19 -1.99999857 1.4305E-06 -7.1526E-07 -0.50000036
20 -2.00000072 -7.1526E-07 3.57628E-07 -0.49999982
21 -1.99999964 3.5763E-07 -1.7881E-07 -0.50000009
22 -2.00000018 -1.7881E-07 8.9407E-08 -0.49999996
23 -1.99999991 8.9407E-08 -4.4703E-08 -0.50000002
24 -2.00000004 -4.4703E-08 2.23517E-08 -0.49999999

25 -1.99999998 2.2352E-08 -1.1176E-08 -0.5
26 -2.00000001 -1.1176E-08 5.58794E-09 -0.5
27 -1.99999999 5.5879E-09 -2.794E-09 -0.5
28 -2 -2.794E-09

Bemerkung:

Die positive Nullstelle x = 1 ergibt sich mit déedation x = g(x) =+/2-x und dem
Startwert ¥ = 0.

Im Beispiel ¥ + x - 2 = 0 sind in der letzten Spalte die Abweiichen g = x, -s der
Naherungen vom vermuteten Grenzwert s und die ©uietn aufeinanderfolgender Fehler

€ Xps =S N . . : . ) .
-t = —n = gufgeflhrt. Diese Quotienten scheinen sich demfveri-4 zu nahern. Bei
e, X,—S

jedem Schritt wird also der Fehler ungefahr hatbier
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Allg.

Gilt in einer Umgebung der Nullstelldg(s) < 1, dann konvergiert das Verfahren.

Die Konvergenz ist linear. Sei der Fehler des n-ten Naherungswertsdann gilt:

lim S0 = g'(9) 1)

n—oo en

d.h. bei jedem Iterationsschritt wird der Fehlevaetim den Faktor g'(s) reduziert (d.h. die
Fehler bilden ungefahr eine geometrischen Folgksp At auch in diesem Fall die
Konvergenz linear. Mit anderen Worten: Die Anzaéit dchtigen Stellen vonmwéachst
linear mit der Anzahl der Iterationen.

Beweis von (1)
Fur den Quotient aufeinanderfolgender Fehler gilt

€ _ X —S _ (%) - 9(s) o >
e, X,—S X, S - A

Nach dem Mittelwertsatz der < Pt e
Differentialrechnung existiert dann eine < ;
StE”EE 0 ]Xn, S[ fiur die gl|t e o : oo .

' X,)—9(S o ; i z
()= g(x.)-9(s)

X —S :
n o) = X

Bem.
Der Satz bedeutet anschaulich, dass an einer

i.a. unbekannten Stelkedie Tangentensteigung

mit der Steigung der Sekante PQ Ubereinstimmt .

Mit (2) gilt damit:
€ _ 90%)-9(s)
& X =S

= g'(€) woraus folgt!]imo% = Lif'l g'(&)=9d'(s)

Tatséchlich stimmt im Beispiel 2 der Quotient anéeider folgender Fehler mif(-2)= -1
gut Uberein. Auch bei Beispiel 1 (cos x = x) btgich wegen g‘(x) = sin X eine gute
Uebereinstimmung von sin 0.73908 und 0.67361

Im konkreten Fall ist die Funktion g so geschiaktwhlen, dass die Voraussetzygi¢s) < 1
erfullt ist. Wegen (1) ist die Konvergenz besondgrs wenng'(s) maglichst klein ist.
Insbesondere bedeutgt(s) =% , dass sich bei jedem Schritt die Genauigkeit ityedim
eine weitere Dezimalstelle verbessert.

Im néachsten Abschnitt wird gezeigt, dass das Nevadahren als Spezialfall des
Fixpunktverfahrens im Idealfaty’(s) = Qaufgefasst werden kann.
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Beispiel 3:
Was ist unter dem folgenden Symbol zu verstehen?

Offenbar ist der Grenzwert der Folge

v =22 2

gemeint. Sie ergibt sich durch die Iteration

Iteration x = g(x) =v/x+2

X1:

NG

X :\/2+\/§

x=0 o

Mit dem Startwert x= 0 erhalt man

©CoOoO~NOOOh~WNPEFE OODS

PR RRRRRRP R
O~NO U WNRO

Xn

0
1.414213562
1.847759065
1.961570561
1.990369453
1.997590912
1.999397637
1.999849404
1.999962351
1.999990588
1.999997647
1.999999412
1.999999853
1.999999963
1.999999991
1.999999998
1.999999999
2

2

Abw von 2

-2
-0.585786438
-0.152240935
-0.038429439
-0.009630547
-0.002409088
-0.000602363
-0.000150596
-3.76494E-05
-9.41238E-06
-2.3531E-06
-5.88274E-07
-1.47069E-07
-3.67671E-08
-9.19179E-09
-2.29795E-09
-5.74487E-10
-1.43622E-10
-3.59055E-11

nachste Abw.
-0.585786438
-0.152240935
-0.038429439
-0.009630547
-0.002409088
-0.000602363
-0.000150596
-3.76494E-05
-9.41238E-06

-2.3531E-06
-5.88274E-07
-1.47069E-07
-3.67671E-08
-9.19179E-09
-2.29795E-09
-5.74487E-10
-1.43622E-10
-3.59055E-11

In der letzten Spalte ist zu beobachten, dass

wegeng'(x) =

1
20/ x+2

und g'(2) =+ die

Genauigkeit etwa doppelt so rasch wie im
Beispiel 2 wachst.

X2 =X+ 2

Quotient
0.292893219
0.259891532
0.252425139
0.250603362
0.250150659
0.250037653
0.250009413
0.250002353
0.250000588
0.250000147
0.250000037
0.250000009
0.250000003
0.249999998
0.249999994
0.250000048
0.249999807
0.250000773

>

X*-x-2=0
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Beispiel 4:
Welche Zahl ist durch den folgenden KettenbrucHitmest?

1

1

1+
1+

Der Kettenbruch ist die positive Loésung der Glemipgoldener Schnitt!)

1

1+11
14—

1+...

x=g(x):% X*+x-1=0

©CoOoO~NOOOTS~WNEOS

NP RPRRRRERRRERR
CQOWOW~NOUNWNERO

Xn

0

1

0.5
0.666666667
0.6

0.625
0.615384615
0.619047619
0.617647059
0.618181818
0.617977528
0.618055556
0.618025751
0.618037135
0.618032787
0.618034448
0.618033813
0.618034056
0.618033963
0.618033999
0.618033985

Abw von s
-0.618033989
0.381966011
-0.118033989
0.048632678
-0.018033989
0.006966011
-0.002649373
0.00101363
-0.00038693
0.000147829
-5.64607E-05
2.15668E-05
-8.23768E-06
3.14653E-06
-1.20186E-06
4.59072E-07
-1.7535E-07
6.69777E-08
-2.55832E-08
9.77191E-09
-3.73254E-09

nachste Abw.
0.381966011
-0.118033989
0.048632678
-0.018033989
0.006966011
-0.002649373
0.00101363
-0.00038693
0.000147829
-5.64607E-05
2.15668E-05
-8.23768E-06
3.14653E-06
-1.20186E-06
4.59072E-07
-1.7535E-07
6.69777E-08
-2.55832E-08
9.77191E-09
-3.73254E-09

Der n der letzten Spalte ermittelte Wert
stimmt gut mit dem theoretischen Wert
g'(s) = -0.3819660112berein.

(9'(¥)

(1)

Quotient
-0.618033989
-0.309016994
-0.412022659
-0.370820393
-0.386271243
-0.380328608
-0.382592469
-0.381726875
-0.382057375
-0.381931117

-0.38197934

-0.38196092
-0.381967956
-0.381965268
-0.381966295
-0.381965903
-0.381966052
-0.381965998
-0.381966013
-0.381966026

10
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Uebungsaufgaben:

a)

Skizzieren Sie die Kurven y = sin x und y = und leiten Sie daraus die Anzahl der Losungen
der Gleichung sin x =>her. Bestimmen Sie die positive Losung mit denpBiktverfahren

auf 3 Stellen genau. Verwenden Sie die Umformpmgm.
LOsung:

$=0.8767262
Der n der letzten Spalte ermittelte Wert stimmt mgitt
dem theoretischen Weg'(s) = 0.3648066 iiberein.

(9

COSX

0= 2[/sinx )

Das Resultat bedeutet, dass bei jedem SchritteldeF

ungefahr mit 0.36... multipliziert wird.

b)

Die Gleichung x + In x = 0 hat die Losung §.5. Es ist das Konvergenzverhalten der

Xn Vsinx €n en+1/en
1.000000000000 0.917317275978 0.1232738 0.329276
0.917317275978 0.891051912475 0.0405911 0.352927
0.891051912475 0.881891945674 0.0143257 0.360592
0.881891945674 0.878602842084 0.0051657 0.363284
0.878602842084 0.877409782350 0.0018766 0.364253
0.877409782350 0.876975447248 0.0006836 0.364605
0.876975447248 0.876817118483 0.0002492 0.364733
0.876817118483 0.876759375000 0.0000909 0.364780
0.876759375000 0.876738311912 0.0000332 0.364797
0.876738311912 0.876730628241 0.0000121 0.364803
0.876730628241 0.876727825224 0.0000044 0.364805
0.876727825224 0.876726802671 0.0000016 0.364806
0.876726802671 0.876726429637 0.0000006 0.364806
0.876726429637 0.876726293552 0.0000002 0.364807
0.876726293552 0.876726243907 0.0000001 0.364807
0.876726243907 0.876726225796 0.0000000 0.364807
0.876726225796 0.876726219190 0.0000000

folgenden Umformungen zu untersuchen:

g,:Xx=-Inx

g,:x=¢e"

g;: X:%[ﬁx+e‘x)

LOsung:

g;(x) = 5 g,(s)=2 divergiert

gy (x)=-€™ g,(s)= 061 konvergiert

g()=31-e*)  gi(s)= 028 konvergiert am besten, denn bei jedem Schritt

Numerische Mathematik_iteration_neu 19.05.03
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1.3. Das Newtonverfahren (I. Newton (1642 — 1727)

Geometrische Idee:
Wabhle eine erste Naherungfir die y
Nullstelle der Funktion. Ersetze die Kurve
y = f(x) durch die Kurventangente an der
Stelle x und schneide diese mit der
x-Achse. Man erhalt so i.a. eine bessere
NaherungslésungxSetze das Verfahren
mit dieser Naherungslésung fort bis die
gewulnschte Genauigkeit erreicht ist.

Rechnerische Durchfuhrung:
Die Tangentensteigung kann auf zwei verschiedetenArestimmt werden:

m="2=_") = {'(x ) oder umgeformt:
DX X, = X
f(x,) . I .
D & —m Rekursive Definition der Iterationsfolge.
Vorteil:

rasche Konvergenz, bei jedem Schritt verdoppelt die Anzahl der richtigen Stellen
ungefahr.

Nachteile:

* Die Funktion f muss differenzierbar sein

» Das Verfahren konvergiert nicht in jedem Fall. itfeme ergeben sich wenn der Graph von
f im betrachteten Intervall
(fast) eine horizontale Tangente hat (Beispiel:In x mit x. = 3 oder
einen Wendepunkt hat (vgl. Satz in FuT)

Losung des Beispiels 2
x? + X - 2 = 0 mit dem Newtonverfahren:

f(x) = X2 +x -2 Fg=2x41 f')=2 X, =x, )
f'(x,)
n €n=Xn-S €n+1 = Xn+1- S ent1/ en en+1/ en?
0 -3 -1 -0.2  0.20000000  0.20000000
1 22 0.2 -0.01176471 0.05882353  0.29411765
2 -2.01176471  -0.01176471 -45777E-05 0.00389105  0.33073930
3 -2.00004578  -4.5777E-05 -6.9849E-10  0.00001526  0.33332316
4 2 -6.9849E-10

Die letzten beiden Spalten werden spéater untersucht
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Beispiel 5: Berechnung von Wurzeln

Die Funktion f(x) = X —a hat fir a > 0 die Nullstelleiia .
Nach Newton erhélt man die folgende Rekursionsfbrme

3

=X - f(Xn) =X —Xn_aZ%(ZD(n+ij

n+1 n f I(Xn) n 3Xf Xn
+
Als Startwert wahlt marx, :a_l
Beispiel: a = 27
n Xn 2Xn a/Xn/\2 Xn+1

1 14.0000000000 28 0.1377551020 9.3792517007
2 9.3792517007 18.7585034 0.3069215500 6.3551416504
3 6.3551416504 12.7102833 0.6685182907 4.4596005305
4 4.4596005305 8.919201061 1.3576000561 3.4256003724
5 3.4256003724 6.851200745 2.3008609314 3.0506872254
6 3.0506872254 6.101374451 2.9011380642 3.0008375050
7 3.0008375050

Das Newtonverfahren als Spezialfall des Fixpunktvéahrens.

In diesem Fall hat die Funktion g die Fogfx) = x—m

£ (x)

(F'O9f° = FOCF"(x) _ F)TF"(¥)

Es gilt: Wegeng'(x) =1- (f '(x))2 (f .(X))z

gilt wegen f(s) = 0 tatsachlich

e ,

!]lrrl”—*l=g (s) =0.

- eﬂ

Xn+1_S

In der Losung von Beispiel 2 mit dem Newtonverfahsend neben der Spalt%*—1 =
e X, =S

n

zusatzlich die Quotiente}FePzLl aufgefuhrt. Diese Quotienten scheinen sich eblsnéalem
&

Grenzwert zu nahern.
Indem man g in eine Taylorreihe entwickelt, kanneggt werden das gilt:

. €
n % -0

n

Man sagt: Das Newtonverfahrkonvergiert quadratisch. Dies bedeutet, dass sich bei jedem
Schritt die Anzahl der richtigen Stellen ungefaardoppelt.
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14

lllustration am Beispiel 2:

f(x) =x2 +x-2 f'x)=2x+1 f'(x)=2 Xn+1:Xn—f,(Xn)
f'(X,)
T g T A ex=2) 18
T B R (T R (PO W= oy

In Ubereinstimmung mit der Theorie zeigt das Beispiass

der Quotient aufeinanderfolgender Fehféfi sich dem Grenzwert g '(-2) = 0 nahert und
e

n

der Quotient% dem Grenzwert g"(-2)=-138 = -1,

n
n €n=Xn-S ent1=Xn+1-S  €n+1/en en+1 / en?
0 3 -1 0.2 -0.20000000  -0.20000000
1 2.2 02 -0.01176471 -0.05882353 -0.29411765
2 -201176471 -0.01176471 -45777E-05 -0.00389105 -0.33073930
3 -2.00004578 -45777E-05 -6.9849E-10 -0.00001526 -0.33332316
4 -2 -6.9849E-10

Numerische Mathematik_iteration_neu 19.05.03



15

1.4 Anwendung des Newtonverfahrens bei Polynomen
Einfuhrendes Beispiel:
f(x)=2x>+3x*-12x - 4

Die Lage der Nullstellen hangt von den Koeffizientd. Es gibt verschiedene
Abschatzungen fur Intervalle z.B. (ohne Beweis)

Satz:
Es seif (x) = Zax nCON,a UOR,i=012,...,na, #0 und

M:ma |a—1| n2 n3
2] \/ \/ \/

Dann liegen alle mdglichen Nullstellen des Polyndrms Intervall (-2M,2M)

Im Beispiel ergibt dies:
Nullstellen eines Polynoms 3. Grades

Koeffizienten
2 3 -12 -4

Lage der Nullstellen
1.5  2.4494897 1.25992105

Damit liegen alle Nullstellen im Intervall [-4.9,9}

X (%) f(x) Xe1
0.000 -4.000 -12.000 -0.3333333
-0.333 0.259 -13.333 -0.3138889
-0.314 0.000 -13.292 -0.3138593
-0.314 0.000 -13.292 -0.3138593 =xt
Horner
2 3 -12 -4.0000 x1
-0.628 -0.745 4.0000 -0.313859
2.000 2.372 -12.745 0.0000000
Diskriminante X2
107.58422 2.000000
X3
-3.186141
Newton.xls
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Nullstellen eines Polynoms 4. Grades
f(x) =x*-13x® +40.3x* —455x +17.1

Koeffizienten
1

Lage der Nullstellen

1

13

40.3

6.3482281

Damit liegen alle Nullstellen im Intervall [-26, P6

X f(®

0.8 0.2456
0.86246185 0.04811221
0.8822675 0.00429069
0.88441321 4.8534E-05
0.88443804 6.47523E-09

Horner mit %

1 -13
0.884438039
1 -12.11556196
1 -12.115562

X f(x)
1 -0.865336701
1.10359081 -0.096707958
1.11847576 -0.001947507
1.11878808 -8.54477E-07
Horner mit %

1 -12.115562
1.118788217
1 -10.99677374

Diskriminante

Ubungsaufgabe:

51.80313177

(%)
-3.932
-2.42921611
-1.99966737
-1.95447257
-1.95395106

40.3
-10.7154639
29.5845361

29.584536
f0)

8.35341222
6.49702857
6.23557552
6.23010385

29.584536
-12.3030609
17.2814753

-45.5 17.1

3.57001849 2.03352271M = 13

R+1
0.86246185
0.8822675
0.88441321
0.88443804
0.8844380 x1

-45.5 17.1x
26.1656891 -17.0.88443
-19.3343109 6.4752E-09

-19.3343Deflation

X+l

1.10359081
1.11847576
1.11878808 X2

1.1187882 1.118788

-19.33431 2 X
19.3343109.1187882
-1.6342E-13
X3
9.097106
X4
1.899667

Nullstellen des Polynoms 3. Grades mit der Gleighdifix) = x® + 4x* =10

LOsung:

x1=1.365230, x3komplex.

Numerische Mathematik_iteration_neu 19.05.03
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Vorgehenl:

Bestimme grafisch Naherungswerte fur jede einzééreNullstellen und verbessere sie nach
Newton.

Vorgehen 2 mit Deflation:

Spalte nach Horner jede einmal gefundene Nullsgddld.inearfaktor ab und bestimme
allfallige weitere Nullstellen bei diesem Polynoteikeren Grades.

Vorteil von Vorgehen 2.: Keine Stérung durch bexéierechnete Nullstellen, Nullstellen
hoherer Ordnung werden erkannt. Nach jeder Nuldsteestimmung reduziert sich der Grad.
Nachteil: Beim Abspalten rechnet man mit einem Roihg, das fehlerhafte Koeffizienten
besitzt. Der Linearfaktor liegt nur naherungsweise Rundungsfehler kommen dazu, Fehler
pflanzen sich fort und wirken sich auf weitere Ntéllen aus.

Ist die Empfindlichkeit einer Losung von den Ausgsthfen gross, dann sagt man das
Problem sei schlecht konditioniert. Das heisstsdis Resultate sich stark &ndern, wenn die
Eingangsdaten nur wenig verandert werden. Wie dgeride Beispiel zeigt, ist das Problem
mehrfache Nullstellen zu bestimmen immer schleohiditioniert.

Beispiel:

Das Polynom

f(x) = (x-1)° = x* -3x*> + 3x -1 hat die dreifache Nullstelle x = 1.
Verandert man zwei Koeffizienten nur unm®@ann hat das neue Polynom
f (x) = x® —3.00000%* + 3x — 0.999999drei einfache Nullstellen namlich:
x1=1, % =1.0014 und x= 0.9986.

Das in der Literatur erwahnte Wilkinson-Polynomsshlecht konditioniert, obwohl keine
mehrfachen Nullstellen auftreten:

f(x) = (x-1)f{x - 2)0...(x ~19) (fx — 20) = x** = 219x* +....
Verandert man nur den zweiten Koeffizienten -219(249+223, dann sind 10 der 20
Nullstellen nicht mehr reell, zwei davon haben sifraaginarteil von 2.8.
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1.5 Aufgaben
a)

Bestimmen Sie die Koordinaten des Schnittpunkts de

Kurven mit den Gleichungen

:1+1 und y =In x
X

Newtonverfahren:

f (x)=1In x—1+1

X
, 1
f(x)= te

X | =

Newton-Verfahren

%
4.0000000000
3.5638580444
3.5909951046
3.5911214740
3.5911214767

a b~ wWwDNDPEF 5

b)

An welchen Stellen im Intervall [@}2] hat die Funktion

f)=Inx-1/x-1

f(x)
0.13629436112
-0.00975111172
-0.00004499030
-0.00000000096
0.00000000000

f'08)
0.3125000000
0.3593282264
0.3560223016
0.3560070447
0.3560070443

g mit der Gleichung
g(x) = x[Eosx ein Extremum?

g'(x) = cosx - x [sinx
Gesucht sind die Lésungen der Gleichung

cosx— x[kinx= (

LAésung mit dem Newtonverfahren:
f (X) = cosx— x[Isinx

f'(x) = —(2sinx+ x (Lo )

Xn
1.0000000000
0.8645363974
0.8603390776
0.8603335890
0.8603335890

-0.30116867894
-0.00874161914
-0.00001140101
-0.00000000002

0.00000000000

f(xn) f'(Xn)

-2.2232442755
-2.0826669178
-2.0772238307
-2.0772166716

-2.0772166716

18

=

f'(x) = L/XxHx®

A+l
3.5638580444
3.5909951046
3.5911214740
3.5911214767
3.5911214767

Xn+1
0.8645363974
0.8603390776
0.8603335890
0.8603335890
0.8603335890

Der Graph der Funktion g hat an der Stelke 8603 ein lokales Maximum.
Die in der Nahe liegenden Beriihrungspunkte desl@&m@amit den begrenzenden Geraden
y =+x kdnnen elementar aus der Gleichux@osx =+x oder cosx =+ 1 berechnet werden.

Numerische Mathematik_iteration_neu 19.05.03
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c)

Ein Oeltank hat die Gestalt eines liegenden
Zylinders mit dem Radius r = 1.2m und der
Lange | = 5m. Wie hoch steht das Oel, wenn
der Tank zu einem Viertel gefullt ist?

Das Volumen des Oels berechnet sich aus
dem Kreissegment der Hohe h und der
Lange | des Zylinders zu

V =10?{a -sina) O

Dieses Volumen muss gleich einem Viertel
des Zylindervolumens sein:

V=1’ a-sinag)D=2E*0

Dies fuihrt nach Division durchf und | und Multiplikation mit 2 auf die folgendde&hung:
f(a)=a-sina-Z=0.

Aus der Losung fua mit dem Newtonverfahren ergibt sich die gesuchibéHzu
h=r{f1-cosz).

Newton-Verfahren  f(x) = x - sin x -pi/2 f'(x)=1-cosx

n

Numerische Mathematik_iteration_neu 19.05.03

Xn

f(Xn)

f I(Xn)

Xn+1

2.00000000 -0.48009375 1.41614684 2.33901411
2.33901411 0.04906758 1.69485466 2.31006320
2.31006320 0.00030417 1.67374634 2.30988147
2.30988147 0.00000001 1.67361203 2.30988146
im Gradmass o =132.35°
r=1.2m Fullhéhe h=0.7152 m
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d)

Aufgabe:

Wie tief sinkt eine Holzkugel von 2.40 dm Durchmnesss
mit der Dichtepn = 0.800 kg/drfin Wasser mit der Dichte
pw = 1 kg/dni ein?

Die oberhalb bzw. unterhalb der Wasseroberflache
liegenden Teile der Kugel sind Kugelsegmente. Figr d
Volumen gilt:

V =Z [’ [{3r -h)
Nach dem archimedischen Prinzip ist das Gewichtzdes

untern Teil der Holzkugel verdrangten Wassers gldiem
Gewicht der gesamten Holzkugel. Damit gilt:

$ni°p, =inm Er-h)p, |5

Alp, B°C=30p, I I - g, [’ B
he - 30 th? + 2P (3 = 0 %
P
3 2
(Dj _Btéhj +4'0H - SUbStitutionxzh

x*-3x*+32=0

Nullstellen eines Polynoms 3. Grades

Koeffizienten

1 -3 0 3.2
X f(x) f(x) Xe1
1.000 1.200 -3.000 1.4000000
1.400 0.064 -2.520 1.4253968
1.425 0.001 -2.457 1.4257185
1.426 0.000 -2.456 1.4257185 =x1

Nullstelle nach Horner abspalten

1 -3 0 3.2000
1.426 -2.244 -3.2000 1.425719
1.000 -1.574 -2.244 0.0000000

Diskriminante
11.4562912 x; 2.479498

X3 -0.905216

Die Holzkugel sinkt etwa 1.43 dm tief (die beiderern L6ésungen liegen nicht im
Intervall [0, 2.4]).
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e)

Eine Geiss weidet auf einer kreisférmigen
Wiese vom Radius r = 1. Der Bauer bindet
Sie am Rande an einen Pflock an. Wie ist
die Stricklange x zu bestimmen, dass die
Geiss gerade die Halfte des Weideplatzes
abgrasen kann?

Der Winkela ist so zu bestimmen, dass die
Inhalte der beiden Kreissegmente zusammen
gerade den Inhalt der halben Kreisflache
ausmachen:

l,+1,=107 (1)
h kann in den rechtwinkligen Dreiecken
berechnet worden:

h=x8ina = sin(77- 2a) = sin(2a) = 2sina [tosa woraus folgt
X = 2cosa

Das Kreissegment (Sektor — Dreieck) mit Radius a de@m Bogen CAD hat den Inhalt
I, =% Eﬁx[ﬂ)— X Bin(Za)) =4 [ﬁxD<E2a -x? Bin(Za))

= 1 [{x X [2a - * 3in(2a)) = 1 ¢(2a - sin(2a)) = 2co¢ a [{2a - sin(2a))

Analog gilt fur das Kreissegment mit Radius 1 usdhdBogen CBD:

|, =3 b ~1&in(2(7- 2a))) = 3 2 2 {77~ 20) +1° Bin(4a))
=1 (27— 2a)+8in(4a)) = L ({277- 4a +sin(4a)) = - 2a + 1 (8in(4a)

Damit gilt nach (1)
|, +1, =2cos a [f2a —sin(2a)) + 71— 2a + 1 $in(4a) = 1 Gr oder
|, +1, =2cos a [f2a —sin(2a))+ 1 Gr- 2a + 1 8in(4a) =0

LAsung durch Bisektion auf der nachsten Seite:
o =0.952847 und daraus =2cosa =1. 1587

Das heisst: Der Radius R des Stricks muss etwa.désfache des gegebenen Radius r der
Kreisflache betragen.
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untere

n a

0.00000
0.75000
0.75000
0.93750
0.93750
0.93750
0.93750
0.94922
0.94922
0.95215
0.95215
0.95215
0.95251
0.95270
0.95279
0.95284
0.95284
0.95285
0.95285
0.95285
0.95285

O 0o NO ULl »p W N KL O

N R R R R R R R R R R
O OO NOO UL D WN L O
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obere Grenze

b f(a)

1.50000
1.50000
1.12500
1.12500
1.03125
0.98438
0.96094
0.96094
0.95508
0.95508
0.95361
0.95288
0.95288
0.95288
0.95288
0.95288
0.95286
0.95286
0.95285
0.95285
0.95285

1.57080
0.67941
0.67941
0.05509
0.05509
0.05509
0.05509
0.01305
0.01305
0.00252
0.00252
0.00252
0.00120
0.00054
0.00021
0.00005
0.00005
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000

f(b)

-1.54030
-1.54030
-0.62067
-0.62067
-0.28450
-0.11401
-0.02916
-0.02916
-0.00803
-0.00803
-0.00276
-0.00012
-0.00012
-0.00012
-0.00012
-0.00012
-0.00004
-0.00004
-0.00002
-0.00001

0.00000

Mitte

m

0.75000
1.12500
0.93750
1.03125
0.98438
0.96094
0.94922
0.95508
0.95215
0.95361
0.95288
0.95251
0.95270
0.95279
0.95284
0.95286
0.95285
0.95285
0.95285
0.95285
0.95285

f(m)

0.67941
-0.62067
0.05509
-0.28450
-0.11401
-0.02916
0.01305
-0.00803
0.00252
-0.00276
-0.00012
0.00120
0.00054
0.00021
0.00005
-0.00004
0.00000
-0.00002
-0.00001
0.00000
0.00000

Intervallbreite

1.50000
0.75000
0.37500
0.18750
0.09375
0.04688
0.02344
0.01172
0.00586
0.00293
0.00146
0.00073
0.00037
0.00018
0.00009
0.00005
0.00002
0.00001
0.00001
0.00000
0.00000
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f)

Eine Leiter der Lange 3m berihrt den "
Boden, die Wand und eine wirfelférmige
Kiste der Kantenlange 1 m. Welche Hohe \
kann die Leiter erreichen? ’ \

b
///

Die Achsenabschnitte erfdllen das folgende |
Gleichungssystem: \

2 2_g 1 .
x_+3)/( \

x-1
Die erste Gleichung ergibt sich mit dem \
Pythagoras, die zweite aus den )
Seitenverhaltnissen der beiden Dreiecke in
der Figur.

Mit der Einsetzmethode erhalt man

X 2
o) = w
x-1

Multiplikation mit dem Hauptnenner fuhrt
auf k
x? +x? [fx-1f =9{x - 1) vereinfacht

x* —2x° -7x* +18x-9=0.

Der Graph des zugehdrigen Polynoms

4. Grades ist in der Skizze dargestellt.Es ist -
ersichtlich, dass zwei Nullstellen im

Intervall [1,3] existieren. Diese kdnnen mit
dem Newtonverfahren (auf der folgenden Seite) bestiwerden. Im betrachteten Intervall
liegen die Loésungenpund x.

05 1 15 2 5 3

f

Aus den beiden Lésungen fur x ergeben sich dietririgen Werte flr y aus der zweiten
Gleichung des Systems:

X1=2.492 y=1.670

x3=1.670 y=2.492
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Lésung der Gleichung mit dem Newtonverfahren

X =2x3 -7x*+18x-9=0

Start mit
X1=3
Koeffizienten
1 -2 -7 18 -9
n X () f'(%) X+1
3 9 30 2.7
2.7 2.3481 15.192 2.54543839
2.54543839 0.45876392 9.45851684 2.49693566
2.49693566 0.03813056 7.90523057 2.4921122
2.4921122 0.00035801 7.75696932 2.4920660 x1
Horner mit X%
1 -2 -7 18 -9 X
2.4921122 1.2263988 -14.388462 9.00035801 2.4921122
1 0.4921122 -5.7736012 3.61153805 0.00035801
1 0.4921122 -5.773601 3.611538 Deflation
n X f0n) f'0r) ¥+l
1 0.66995095 -1.7893768 0.62559537
0.62559537 0.43703658 3.98376625 0.73529975
0.73529975 0.02983011 3.42790409 0.74400189
0.74400189 0.00020497 3.38071996 0.7440625 x»
Horner mit %
1 0.4921122 -5.773601 3.611538 %
0.74406252 0.91979127 -3.61153804 0.7440625

1 1.23617471 4.85380992 1.0014E-08

1.6701089
-2.906284

Diskriminante X3

20.9433676 X4
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