7.4. Kurzester Abstand e zweier windschiefer Geraden g1 und g2
1. Weg: Losung Uber ein Gleichungssystem

Die Punkte P; € g1 und P2 € g2 mit den Para-
metern t1 und t2 sind so zu bestimmen, dass der

Verbindungsvektor @ auf den Richtungs- =
vektoren U und v der beiden Geraden senkrecht
steht:
Beispiel: )
1 2 2 -2 s .
9, r=4|+t]1 g, r=-2|+t,| 3
2 0 0 4
P1P2:<_t1+3t2_6> U:l \7: 3
PP,-0=0 At - At +2- t1+ 3t2- 6=0
PP, V= 4ty + 4t -2-3t + 92 - 18 + 16t,-8=0
—5t,-t, =4
o t1=-1 tr=1
t,+29t, =28
P:(-1,3,2) P20, 1, 4) e=|PP,|=3

Anwendung bei der Bestimmung der Position eines Ballons

(nach einer Idee von Heinz Blatter):

Von zwei Punkten A und B aus werden zur gleichen Zeit mit dem Theodoliten die Richtungen
zu einem Ballon gemessen (Azimut und Hohenwinkel). Wegen Ungenauigkeiten in den
gemessenen Winkeln schneiden sich die zugehtrigen Geraden i.a. nicht. Deshalb wird der
kirzeste Abstand der beiden Geraden bestimmt und als Position des Ballons der Mittelpunkt
dieser kirzesten Verbindung angenommen.
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2. Weg: Spezialfall eines Transversalenproblems.

Der Richtungsvektor der Transversalen muss
sowohl auf dem Richtungsvektor G von g:
bzw. dem Richtungsvektor v von g> senkrecht
stehen, hat also die Richtung von G xV .

Der Punkt Aegz: und die Richtungsvektoren U
und GxV legen eine Ebene t fest, in der die
gesuchte kiirzeste Transversale liegt.

Ux (U xV) ist ein Normalenvektor von t.

Beispiel:
1 2 2 -2
g, r=4]|+t|1 go: F=|-2|+t, 3
2 0 0 4
Richtungsvektoren der Ebene t:
2 4 1
U=|1l|und GxV=|-8|=4-|-2
0 8 2
Normalenvektor von t:
2
Ux(lxv)=4- -4
-5

Ansatz flr die Koordinatengleichung von t:
2x—4y-5z+d=0

Da die Koordinaten von A(1, 4, 2) die Ebenengleichung < erfullen, ist d = 24 bestimmt.

2

Die Ebene t ist mit der Geraden gz: T=| -2 | +t,:| 3 |zuschneiden:  P2(0, 1, 4).

0

Die gesuchte Transversale t hat damit die Gleichungt: T=| 1| +t,-

Die Transversale t schneidet die Gerade g1 im Punkt P1(-1, 3, 2).
Fur den kiirzesten Abstand e erhalt man schliesslich erneut e =|P P

Kontrolle:

Der Verbindungsvektoren der Punkte P1 und P» steht auf den Richtungsvektoren der beiden

Geraden g1 und g2 senkrecht.
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Das folgende Verfahren liefert nur die Lange des kiirzesten Abstands:

3. Weg: Hohe eines Spats
Verschiebt man die Gerade g2 durch einen Punkt A von gz, so ist dadurch eine Ebene

&, =0,0, festgelegt.
Verschiebt man die Gerade g: durch einen Punkt B von g, so ist dadurch entsprechend eine
Ebene ¢, =0,9, festgelegt.

Der kurzeste Abstand e der beiden Geraden ist gleich dem Abstand der beiden parallelen
Ebenen e1und &2

€1:X-2y+22+3=0 €:X-2y+22-6=0

Er kann als Abstand des Punktes A(1, 4, 2) € &1 von der Ebene &2 nach Hesse bestimmt
werden:

1-2-4+2-2-6
R

Bemerkung:

Da dieser Abstand gleich der Lange der Normalprojektion des Vektors ABin Richtung des
Vektors U xV ist, gilt:

‘(UXV)-E;" . ‘(u,v,ﬁ)‘

|U><\7| |U><\7|

R

AB-|

x V

u
e= —
UxV

Andere Formulierung dieses Resultats:

Die Vektoren G, Vv AB spannen ein Spat auf. Der kiirzeste Abstand e ist die H6he dieses

Spats.
4\ 1
. 1 -8 1| -6
. 8 | -2 36
UxV=4- -2 |U><\7|:12 AB 6 e =—=
5 5 12 12
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