9. Ahnlichkeit rechtwinkliger Dreiecke

Rechtwinklige Dreiecke, die in einem weiteren Winkel tibereinstimmen, sind schon
zueinander &hnlich.

TANE

Die Hohe h zerlegt das Dreieck in
zwei dhnliche Teildreiecke

A ADC und A DBC, symbolisch
A ADC ~ A DBC.

Aus der Ahnlichkeit folgt die

Gleichheit entsprechender @

Seitenverhaltnisse. q y N
o , e
\ ‘ )

Um herauszufinden, welche Seiten sich entsprechen, betrachtet man z.B. die gegenuiber

liegenden Winkel im betreffenden Dreieck.

h p
q h

h? = pgq Hohensatz (1)

Als Flachenverwandlung interpretiert: o oK
Das aus den Abschnitten der [ \
Hypotenusen gebildete Rechteck ist L ‘ g " N
inhaltsgleich zum Hohenquadrat. : o =

. o

Jedes Teildreieck ist ahnlich zum ganzen Dreieck a
Aus AABC ~ ACBD folgt:
a_rp
c a - '
a? = pc Kathetensatz (2) '
Aus AABC ~ AACD folgt:
b gq
c b
b? = qc Kathetensatz

()

Mit dem Kathetensatz kann zu einem Rechteck,
ein inhaltsgleiches Quadrat konstruiert werden.

Addiert man die linken und die rechten Seiten der
beiden Gleichungen, so erhélt man:
a’?+b*=pc+qc={@+q)-c=c?

a’ + b? = ¢? Pythagoras (3)
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Der Pythagoras sagt also aus, dass das Quadrat tiber der Hypotenuse den gleichen Inhalt hat,
wie die Summe der beiden Kathetenquadrate.

Ein friiher Beweis ist bereits in einem chinesischen Text zu finden, der auf die Zhou-Dynastie
zuriickgeht (1046-256 v. Chr.) Quelle: Alsina, Nelsen: Perlen der Mathematik Springer 2015

Ein rechtwinkliges Dreieck mit den Katheten a
und b, der Hypotenuse ¢ und dem Flacheninhalt ﬁ
I kann das Quadrat mit der Seite a + b auf zwei H
verschiedene Arten zerlegt werden:
Einerseits gilt:

I=c*+ % “4ab

und andrerseits:

I = a? + b? +%-4ab

Deshalb folgt:

a? + b? = c?
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Es gilt auch die
Umkehrung des Pythagoras (ohne Beweis):

Gilt in einem Dreieck
a® + b? = c?
dann ist das Dreieck bei C rechtwinklig.

Wie die Abbildung zeigt, kann die Umkehrung des Satzes zur
Konstruktion eines rechten Winkels verwendet werden, was
schon im alten Agypten bekannt war.

05.01.2025 06_aehnl_rechtw_3ecke/ul



Erganzungen:

Der Satz des Pythagoras ist auch auf einer griechischen
Briefmarke verewigt.

,»Schone® rechtwinklige Dreiecke

Das rechtwinklige Dreieck mit den Seiten 6, 8, 10 hat den
Inkreisradius 2. Der Umfang und der Flacheninhalt 24
stimmen uberein.

Das rechtwinklige Dreieck mit den Seiten 5, 12, 13 hat den
Umfang und den Flacheninhalt 30.

Ein Beitrag im Tagesanzeiger Magazin Dezember 1996

MATHEMAGISCHES

von Francois Fricker, Mathematiker und Zauberkunstier

Spiralfi')rmigu

= Wenn bei der noch bis zum 10. Mai dauernden
Maitinder Triennale der Schweizer Pavillon im Zei-
chen der Architekiur und des Designs von Max Bill
steht, so ist das far das Mathemagische Grund genug,
erneut auf die von geometrischen Prinzipien inspi-
rierten Grafiken dieses herausragenden Vertreters
der konkreten Kunst hinzuweisen.*
So zeigt Abbildung 2 eine spiralformige Anord-
Abbildueg 1% nung der regelmassigen Vielecke mit drel bis acht
Max Bif (1908 bis 1994), Seiten. Und Abbildung 3 illustiert den Satz des Py-
Sie DR 19041 250 thagoras in der Form 3' + 4 = 5. Dabei ver-
halten sich die Flachen der weissen Qua-
drate wie 14:2%:3% wahrend die Farbung
aul die Proportion 2:3:4 hinweist,
(Wie tst das zu versiehen?)
* wohe Magazne Nr. 2795
** aus «max bil - de grafischen rehens
(Stuttgart: Vertag Gard Hatje, 1995)

*** aus “Mathermatics Calendars
|Barin: Springer-orlag, 19811

Abbicung 3°**

Spra¥armege Anordnung mit vier Lnterschisdich geirbren Feldem Vicifiltige Proportiones
umgeden. Die Arzahl dieser Strange be-
T#uft sich auf 2, 3 und 4.

Avbddung 2** Die weissen Quadrate sind von Strdngen
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Beweisvarianten:

1.
Kathetensatz (K) mit dem Pythagoras

(P)

Pythagoras in den Teildreiecken

ADC

hZ — b2 _ q2
und DBC

h2 = g2 — p2

Gleichsetzen ergibt:
a? — pz = p2 — q2
oder

a*=b*=p*—q* =@+ -9 =c-p—qQ)=cp—c-q

und damit
a?—b*=c-p—c-q

Pythagoras im Dreieeck ABC

a’+b*=c’=(p+q?=c-p+q) =cptcq

Der Kathetensatz ergibt sich nun durch Addition bzw. Subtraktion der

Gleichungen (1) und (2)

a’?—b =c'p—c-q (1)
a’+b>=c-p+c-q (2)
2a? = 2c-p bzw.

2b?=2c-q

2

Hohensatz (H) mit Kathetensatz und Pythagoras

Pythagoras im Dreieck DBC:
Kathetensatz im Dreieck DBC:

aus der Gleichheit der beiden rechten Seiten folgt:

und daraus
h2=c-p-p?>=p-(c—p)=p'q
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(2)
h? 4 p? = ?
c'p=a?
h?+p?=c-p



3.
Hohensatz durch Erganzen der beiden Teildreiecke ADC und DBC zu einer neuen Figur
auf zwei verschiedene Arten

Da die durch Ergédnzung entstandenen Figuren kongruent sind, sind das erganzte Quadrat und
das erganzte Rechteck flachengleich.

g+ h

g+h
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Mit dem Hohensatz kénnen die Resultate von arithmetischen Operationen konstruktiv
ermittelt werden.

Multiplikation durch Konstruktion

g >
2:3=6 i .8
,/‘/ -\

l B ;

- ,.l“ -
Konstruktion der Quadratwurzel
V9 =3 - -
Aus der Konstruktion, folgt, dass o / 8
die Wurzel kleiner oder gleich dem v \\
Radius ist, womit gilt: 7 N\
Vasz(a+1) o

' |

=

|
- (a 1)
92

Auf der néchsten Seite wird gezeigt, wie die verschiedenen Mittelwerte geometrisch ermittelt
werden konnen.
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Arithmetisches, Geometrisches, Harmonisches Mittel

Der Hohensatz besagt, dass die H6he in einem rechtwinkligen Dreieck das geometrische
Mittel der beiden Hypotenusenabschnitte ist. Da der Radius des Thaleskreises das
arithmetische Mittel der beiden Hypotenusenabschnitte ist, folgt unmittelbar:

Das

geometrische Mittel myg =./p-q
ist kleiner oder gleich dem
arithmetischen Mittel mg = %(p +q)

Wéchst eine Grosse im 1. Jahr um 21%, anschliessend im 2.Jahr um 44 %, so wéchst sie
jahrlich um 32%.

Begrundung:

Dem Gesamtwachstum entspricht der Wachstumsfaktor 2 = 1.21-1.44 = 1.12 - 1.22

r =1.1-1.2 = 1.32 ist also das geometrische Mittel der beiden Wachstumsfaktoren.

Das
__ 2pq

harmonische Mittel my = —
p+q

von p und q entspricht geometrisch die Lénge der Strecke CE.

Nachweis:
Da die Dreiecke EDC und MCD &hnlich sind, gilt fir das Verhaltnis der entsprechenden
Strecken:

EC_my

my Mg

. m; mg 2pq
C=—2- = my,

mg to+a) p+q
Da CE < DC ist
das harmonische Mittel 11, kleiner als das geometrische Mittel m,, ist folgt unmittelbar

my, <mg <mg
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Dazu ein Beispiel:

Fahrt man eine Strecke der L&nge [ mit der Geschwindigkeit p und anschliessend eine Strecke
gleicher Lange mit der Geschwindigkeit g, dann ist die Durchschnittsgeschwindigkeit das
harmonische Mittel von p und g.

Zahlenbeispiel:

p =20 km/h, g =30 km/h  Durchschnittsgeschwindigkeit: 24 km/h

Bemerkung:
Die zweite Ungleichung m, < m, oder in Worten:

Das geometrische Mittel Jab von zwei positiven Zahlen ist kleiner gleich dem arithmetischen

Mittel a%boder

@ga%b bzw. a+b>+ab+vab  abeR’

Da (\/5—\5)2 =a+b—24ab>0
nichtnegativ ist

at+b=vVa-b+va-b. T : 1.

Geometrisch bedeutet dies:

Unter allen Rechtecken mit vorgegebenem

Flacheninhalt besitzt das Quadrat den kleinsten

Umfang.

Ist namlich das Rechteck mit den Seiten a - x und

a + x ein Konkurrent des Quadrats, so wird aus

dem Streifen mit Breite x und L&nge a ein Streifen

mit gleicher Breite x aber kilrzerer Lange a - x, ES

entsteht also ein Rechteck mit kleinerem | i
Flacheninhalt. ' '

Folgerung:
Eine Summe von variablen Summanden a und b mit konstantem Produkt ab ist minimal,
wenn diese Summanden gleich gross also gleich v/ab sind.

Elementargeometrischer Beweis:
Sollen die beiden gefarbten Rechtecke gleichen Inhalt haben,

so muss die kiirzere Seite a - x durch eine Seite y, die grosser als x ist, ausgeglichen werden.

05.01.2025 06_aehnl_rechtw_3ecke/ul



Beispiele zur Satzgruppe des Euklid
a) Pythagoras:

Aufgabe:
Wie weit kann ein Beobachter B sehen, der sich h m
Uber dem Meer befindet?

Fur die Aussichtsweite d = BH gilt
nach Pythagoras (Variante: Tangentensatz):

h
d2=(r+h)2—r2=2rh+h2=2rh-(1+z)

Da der zweite Summand erheblich kleiner als
der erste ist, kann er vernachléssigt werden:

d=+/2rh+h%2 ~\2rh =21 -Vh
oder mit dem Erdradius 6367 km

~=2r-Vvh
d =v2rh+h? ~+/2rh =/2r -+v/h
~/2-6367 -/h ~112-+/h

Beispiele: Hohe h
Beobachter am Meerufer 1.7m
Beobachter am Meerufer (auf Zehenspitzen) 1.81m
Beobachter auf Eiffelturmhohe 0.3 km
Vesuv 1.3 km
2 km
Flugzeug 6 km

Apollo 11 (16.7.99)
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200 km

Sichtweite d
~ 4.6 km

~ 4.7 km

~ 61.8 km
~ 147 km
~ 160 km
~ 276 km
~ 1600 km




Ubungsaufgabe:

a)

Wie hoch muss ein Leuchtturm sein, der einen l \
Rundblick von 15 km gestattet? e o

c) P P
In welcher Entfernung s sieht ein Beobachter B auf

einem Schiff in der Hohe h; = 50m einen : X

Leuchtturm L der Héhe h, = 140m auftauchen?
LOsung:

S =51+ 5; =,/2rhy+/2rh, = 67km

Aufgabe:
Eine Naherungsformel fiir die Aufwolbung:

Aufgabe: : /f{"f' “. \_\

Wieviele Meter wolbt sich der Bodensee /
ungefahr auf zwischen Konstanz und Bregenz, /
die voneinander 46 km entfernt sich?
Erdradius R~6370 km

I

Nach dem Hohensatz gilt: ! ,
S\ 2 ‘ ©
Z) = - u

(2) =a(2R —a) .

Wegen a << 2R ista(2R — a) = 2aR.

Es gilt also ungeféhr:
2 \

s\ 2 s
(—) ~ 2aR also a = —. \
2 8R

Da 8R~50000 R

~ 50000

a

Auffallend ist die quadratische Abhangigkeit von der Distanz. Gibt man s in km an, dann
erhalt man fur die Aufwolbung in m die einfache N&herungsformel:

SZ

az%

Im Beispiel: s ~46 erhdlt man fira ~ 42 m

Ubungsaufgaben:

a)

In ein Brett ist ein kreisformiges Loch mit einem Radius von 8 cm gebohrt. In dieses Loch
legt man eine Kugel mit dem Radius » = 10 cm. Wie tief sinkt die Kugel ein? ( 4 cm)

b)

Zwei Kugeln mit gleichem Radius r = 12 cm liegen auf einer Ebene und beruhren sich.
Welchen Radius hat die grosste Kugel, die im Zwischenraum Platz hat? ( 3 cm)
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