6. Ahnlichkeitsabbildungen

Aufgabe:

Ein gegebenes Vieleck ABCDE ist durch Hintereinander ausfiihren von Kongruenz-
abbildungen (Geradenspiegelungen, Drehungen, Translationen, Punktspiegelungen) und
zentrischen Streckungen in eine Bildfigur abzubilden.

In der Skizze wird das Vieleck ABCDE durch Hintereinander ausfiihren einer zentrischen
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abgebildet. Die Vielecke haben die gleiche Form. Wir sagen die beiden Vielecke sind &hnlich.
Allgemein definieren wird:

Definition:

Eine Abbildung, die aus Kongruenzabbildungen und zentrischen Streckungen
zusammengesetzt ist, heisst Ahnlichkeitsabbildung. Zwei Figuren F und F¢, die durch
eine Ahnlichkeitsabbildung auseinander hervorgehen, heissen zueinander dhnlich.

Formulierungsvariante:
Zwei Figuren F und F” sind zueinander &hnlich (symbolisch: F ~ F"), wenn man F so zentrisch
strecken kann, dass die Bildfigur F* zu F kongruent ist.

Es gilt der folgende Satz (ohne Beweis)
Jede Kongruenzabbildung l&sst sich durch Hintereinander Ausfiihren von héchstens drei
Geradenspiegelungen darstellen

Beispiele:
Alle gleichseitigen Dreiecke, Quadrate, Kreise sind zueinander ahnlich.
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Aus den Eigenschaften von Kongruenzabbildungen und zentrischen Streckungen folgt der
wichtige

Satz:
In ahnlichen Figuren sind entsprechende Winkel gleich gross, das Verhéltnis der
Langen entsprechender Strecken ist gleich gross.

Es kann bewiesen werden, dass auch die Umkehrung dieses Satzes gilt:

Satz:
Wenn bei zwei Vielecken entsprechende Winkel gleich sind und entsprechende
Seiten im gleichen Verhaltnis stehen, dann sind sie &hnlich.

Eine Anwendung: Die DIN-Papierformate A4, A3, A2, ....

Die im Handel erhéltlichen Papierformate sind sogenannte DIN-Rechtecke (DIN: Abkiirzung
fiir Das Ist Norm, friher Deutsche Industrie-Norm). Halbiert man bei einem DIN-Rechteck
die Langsseiten, so entsteht wieder ein DIN-Rechteck, das zum urspriinglichen ahnlich ist.
A0 hat den Inhalt 1 m2,

D E el

Da die Rechtecke ABCD und FBCE
zueinander ahnlich sind, stimmt das Verhéltnis
von Lange und Breite Uberein: y
L L
b l | ”’ ”””
Variante:

Da fir das Flachenverhéltnis der beiden

dhnlichen Rechteckegilt: k? = 2, gilt fiir das
Seitenverhaltnis IB =2

Aus der Bedingung, dass das Format A0 den Inhalt 1 m? hat, folgt

, 1 1 1
b-1=b-bv2=1 b 7 b 50
Damit ergeben sich die folgenden Formate:
Format Lange Breite
A0 118.92 cm 84.09 cm
Al 84.09 cm 59.46 cm
A2 59.46 cm 42.04 cm
A3 42.04 cm 29.73 cm
A4 29.73 cm 21.02 cm

01.01.2025 04 _aehnlichk_abb/ul



Gesetzmassigkeiten:

Dividiert man die Lange durch ~/2 so erhélt man die Breite. Diese stimmt mit der Lange des
néchsten Formats Uberein. Dividiert man die Lange durch 2 so erhélt man die Breite des
néchsten Formats.

Konstruktion der DIN-Form in
der nebenstehenden Figur

(die Breite ist das geometrische
Mittel aus der Lange und der
halben Lange) b

Begrundung:
Nach dem — Hohensatz gilt:

bzzl-IE oder 12 =2b? .

Da jedes Format gleich der ,,Summe* aller nachfolgenden Formate ist, ergibt sich ausserdem

A0

11 1 1 1
—+t—+—F+—+—+...=1
2 4 8 16 32

A2

Al

Ad

—> nichtabbrechende P 43

geometrische Reihe L 1 A6

o—=§
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How can this be true?

Abbildung 1a

Abbildung 1b ERR L

Zunachst scheint es, dass in den beiden Abbildungen der Flacheninhalt allein durch
Umordnen vergrossert werden konnte. Betrachtet man aber die Streckenverhéltnisse, dann ist
zu erkennen, dass die vorkommenden Winkel nur anndhernd gleich sind. Tatsachlich ist beim
2. Beispiel die ,,Hypotenuse* ein Streckenzug.
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7. Die Ahnlichkeitsmethode

Die Ahnlichkeitsmethode ist eine schone Anwendung des Abbildungsgedankens bei
Konstruktionsaufgaben:

1. Zunachst wird eine Figur konstruiert, welche einen Teil der gestellten Forderungen
erfullt

2. Anschliessend wird die Figur von einem passend gewahlten Zentrum aus so gestreckt, dass
die Bildfigur alle Forderungen erfullt.

Aufgabe:
Dem Dreieck ABC soll ein Quadrat so einbeschrieben werden, dass eine Quadratseite auf AB
liegt.

Konstruktionsbeschreibung:

Zunachst wird ein Quadrat TUVW konstruiert

mit einer Seite auf AB und einer Ecke auf AC. )
Anschliessend wird das Quadrat mit Zentrum -
S = A so gestreckt, dass R” auf BC zu liegen _
kommt. W v

Aufgabe:
Dem Dreieck ABC ist ein Dreieck einzubeschreiben, dessen Seiten zu den Hohen des
gegebenen Dreiecks parallel sind.

Konstruktionsbeschreibung: ¢
Zunachst wird ein Dreieck XYZ konstruiert mit ‘
X auf AC und Y auf AB, dessen Seite XY
parallel zur Hohe h, liegt. Dann wird dieses
Dreieck mit Zentrum S = A so gestreckt, dass
Z" auf BC zu liegen kommt.

Weitere Losungen mit XY parallel
ZuU h, bzw. hy,.
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Ubungsaufgaben:

1.

Dem Dreieck ABC ist ein gleichseitiges
Dreieck so einzubeschreiben, dass eine Seite
parallel zur Seitenhalbierenden s, verlauft.

Konstruktionsbeschreibung:

Mit der Seitenhalbierenden s, als Seite kann
ein gleichseitiges Dreieck XYZ konstruiert
werden. Dieses Dreieckwird mit wird mit
Zentrum S = C so gestreckt, dass der
Bildpunkt Z auf ¢ = AB zu liegen kommt.

2.

In einen Viertelkreis ist ein Quadrat so
einzubeschreiben, dass zwei Ecken auf dem
Bogen liegen.

Konstruktionsbeschreibung:

Konstruiere ein zur Winkelhalbierenden w
symmetrisches Quadrat A’B’C’D¢

Strecke dieses Quadrat mit Zentrum S so, dass
der Bildpunkt D von D* auf den Sektorbogen
zu liegen kommt.
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Aufgabe:
Es ist ein Kreis zu konstruieren, der zwei sich schneidende Geraden t; und t2 berthrt und
durch einen gegebenen Punkt A geht.

Konstruktionsbeschreibung:

Die Mittelpunkte der gesuchten Kreise liegen auf der Winkelhalbierenden von t; und t2.
Zunachst wird ein Kreis k mit Mittelpunkt M konstruiert, der die beiden Geraden t; und
tobertihrt. Dieser Kreis wird mit Zentrum S so gestreckt, dass der Bildkreis durch A geht.
A kann als Bildpunkt von Az oder Az aufgefasst werden. Die gesuchten Mittelpunkte der
beiden blau bzw. griin dargestellten Losungskreise ergeben sich aus den eingezeichneten
Radien.

Die Aufgabe ist ein Spezialfall des sogenannten Apollonischen Bertihrungsproblems:
Es handelt sich um die Aufgabe, einen Kreis zu konstruieren, der drei gegebene Kreise

bertihrt. Wir betrachten Spezialfélle, bei denen gewisse der gegebenen Kreise zu
Punkten (0) oder Geraden (o) ausgeartet sind.

1. r r (allgemeiner Fall) 6 r 0 0

2. r r 00 1. o0 0 0

3. r r 0 8. 0 o0 0

4. r 0 0 9. 00 0 0 (In-/Ankreis)
5. r 0 0 10. O 0 0 (Umkreis)

Ubungsaufgabe « 0 0 (siehe 7.)
Es ist ein Kreis zu konstruieren, der durch zwei gegebene Punkte A und B geht und eine
Gerade g berihrt.

Konstruktionsbeschreibung
M liegt auf der Mittelsenkrechten | von AB. Der Schnittpunkt von I mit g ist das
Streckungszentrum.

Der allgemeine Fall wird gelost bei —weitere-themen—/komplexe-zahlen— Inversion gel0st.
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Die folgende Aufgabe kann mit einer Drehstreckung geldst werden. Eine Drehstreckung ist
die Zusammensetzung einer Rotation mit Zentrum S und einer zentrischen Streckung mit
demselben Zentrum.

Aufgabe:
Gegeben ist ein Punkt A und die beiden Geraden b und c, Es ist ein Quadrat zu konstruieren
mit der Ecke A, dessen Ecke B auf b bzw. C auf c liegen.

Konstruktionsbeschreibung:

Zunéchst wird auf b ein Punkt B” gewéhlt und das Quadrat AB"C"D” konstruiert. C* kann als
Bild des Punktes B” bei einer Drehung um A mit dem Winkel 45° und einer zentrischen
Streckung mit dem Faktor /2 aufgefasst werden. Bei dieser Drehstreckung wird die Gerade b
in eine Gerade durch C” abgebildet, die mit b den Winkel 45° einschliesst. Ihr Schnittpunkt
mit der Geraden c ist die gesuchte Quadratecke C. Die lbrigen Quadratecken liegen auf der
Mittelsenkrechten von AC.
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