3.3 Die lineare Regression

3.3.1 Berechnung der Ausgleichsgeraden

Bei der Korrelation werden die beiden Grossen x und y gleichbehandelt. In vielen
Anwendungen ist allerdings die eine Grosse die Zielgrosse y, die andere die Ausgangsgrosse
(erkl&rende Variable) x.

Beispiele:

Erklarende Variable Zielgrosse

Hohe des Wasserfalls Schwingungsfrequenz
Spraydosen-Verbrauch Ozongehalt
Geschwindigkeit Bremsweg

Jahresnote Maturanote

In vielen Fillen ist ,,im wesentlichen®

y eine lineare Funktion von x. Damit

stellt sich die Frage, wie eine Gerade

rechnerisch moglichst gut an eine

Stichprobe von Wertepaaren

angepasst werden kann. ' i 9)
Die Steigung b (englisch: slope) und ’
der y-Achsenabschnitt (englisch: i : .
intercept) sind so zu bestimmen, dass :

die Abweichungen der Punkte von der
Geraden maoglichst klein sind. Als

Kriterium wird nach Gauss und
Legendre (um 1800) die Methode der 7
Kleinsten Quadrate (least squares)
verwendet (Maximum likelihood):
Die Steigung b und der y-Achsenabschnitt a der Geraden sind so zu bestimmen, dass die
folgende Quadratsumme minimal wird:

4

n

Qab) =) ¢?

i=1

Es kann gezeigt werden, dass die Regressionsgerade durch den ,,Schwerpunkt* S (%, y) der
Punkte geht.
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Die L6sung des Problems vereinfacht sich deshalb, wenn man - wie bereits im Abschnitt
Korrelation erldutert - von den urspriinglichen Daten zu standardisierten Daten (u, v)
Ubergeht. d.h. die Abweichungen der x bzw. y-Werte vom entsprechenden Mittelwert werden
in Einheiten der Standardabweichung gemessen.

Xi — X
u; =
Sx
und
yi—Y
v =
Sy

Das folgende Beispiel dient der Illustration der Idee

standardisiert

Xy Yi U; Vs
4.7 3 -1.37 -0.86
5 3 -0.69 -0.86 standardisierte Werte
52 4 -0.23 -0.46 g
52 5 -0.23 -0.07 o
59 10 1.37 1.92 45 igpyeine?
47 2 137 -126 . ' ®
59 g 1.37 1.52 e
52 3 -0.23 -0.86 1.0
53 7 0.00 0.73 ?
59 8 1.37 0.33 o “ “
58 6 0.69 0.33 150 100 @ 050" e 0.00 )
5 4 -0.69 -0.46 o ° -~
. ° v
x y iy (&
530 5.17 0.00 0.00 200
S Sy Sy S
044 252 1.00 1.00
Korrelation
Wertepaare  standardisiert
0.868 0.868 urspringliche Werte
Steigung der Geraden
5.00 0.868 10 °
y = 5% - 21.333 a
Achsenabschnitt : ‘
-21.33 0 e
L Led e
Bestimmtheitsmass r® 0.7538 a :
L] i<} o

r2 07536

Bemerkung:

In der Abbildung ist ausser dem Quadrat des Korrelationskoeffizienten r,2, das erst spéter
definierte Bestimmtheitsmass R? angegeben. Im Beispiel stimmt das Quadrat des
Korrelationskoeffizienten r,3, mit dem Bestimmtheitsmass R? tiberein. In 16) wird gezeigt,
dass diese Aussage allgemein gilt.

04_Lineare Regression_Bestimmtheitsmass (2) 09.03.2025/ ul



Wie das Beispiel zeigt, bringt die Standardisierung die folgenden Vereinfachungen:
Die Mittelwerte sind O:
n

0

u=n-u

(N

S
2~

(NgE
S
Il
S
<A
Il
o

~
1l
[y

Die Standardabweichungen sind 1 und wegen 2) gilt:
n

n-1s2=n-1 =Zui2—n-ﬁ2
i=1
oder also

n
Zuizzn—l 8)

i=1

und entsprechend

oder also

n
2vi2=n—1 8

i=1

und nach Definition der Korrelation zwischen u; und v; nach 7)

1 n
ruvzn_liui'vi 9)

i=1

Da im (u, v)-System die Regressionsgerade durch den Ursprung, den Schwerpunkt geht, kann
sie in der Form v = mu angesetzt werden. Die Steigung m ist so zu bestimmen, dass die
folgende Quadratsumme minimal wird:

Q(m) = Z ef = i(vi —m e u)?

Nach der Kettenregel gilt dann fir die 1. Ableitung von Q:
n

Q(m) ==2) (v —m-u)-u =0
i=1

und nach Ausmultiplizieren und Vereinfachen
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n n

Z U v; = mz u?

i=1 i=1

und wegen der Standardisierung nach 9) und 8)
m-Dry=mn—-1m

und nach Division durch (n — 1)

m = Ty

Fur die standardisierten Daten stimmt also die Steigung m der Regressionsgeraden
mit der Korrelation r,,,, Uberein.

Die

Steigung der Regressionsgeraden fir die Originaldaten ergibt sich, indem man die
Standardisierung ruckgéngig macht.
Y2—V W —Y
UV, — 7V S S — S S
po=m=22"Y_ % y Y270 x5
Uy—u X=X X=X x,—Xx1 S Sy
Sx Sx

Lost man diese Gleichung nach b auf, so erhélt man flr die Steigung der Regressionsgeraden
zu den Originaldaten

S.
b=r, é Steigung der Regressionsgeraden

Da sich bei einer linearen Transformation die Korrelation nicht andert, gilt r;,,, = 7, und
damit

Sy Steigung der Regressionsgeraden 10)

Da fir die Korrelation gemass 57) gilt:

_ Sy
rxy_sx-sy
erhalt man
oy v S Sy Sy
Y s, s,+S, S s2
x x Oy Ox x
oder
b="2 Sy =b-s?
s2 oder xy x 11)
X

Damit ist auch der y-Achsenabschnitt bestimmt, denn da der ,,Schwerpunkt* S (X, ¥) auf der
Regressionsgeraden liegt gilt:

¥ = a + bx oder
a=y—bx
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Zusammenfassung:
Die Regressionsgerade hat die Steigung

p oSy _ Yi Xy —nxy N (g — %) (i —y)

- 2 n 2 =2 n 2 =2
Sg i xf—nx x{ —nx 12)

i=1"i

und den y-Achsenabschnitt

a=y—bx 13)

Bemerkung:

Ist die Kettenregel nicht bekannt, so kann die Steigung m auch folgendermassen bestimmt
werden:

Multipliziert man bei Q(m) die Summanden nach der binomischen Formel aus, so erhdlt man
eine in m quadratische Funktion der Form

Qm)=a-m*+bm+c

Der Graph von Q ist eine nach oben getffnete Parabel, deren Scheitelabszisse gleich dem
ersten Summanden in der quadratischen Auflésungsformel ist. Flr das Minimum von Q ergibt

sich damit
b

" 2a
in Ubereinstimmung mit 11)

3.3.2 Das Bestimmtheitsmass

Die Abweichungen e; = y; — ¥i zwischen den beobachteten Werten yi und den durch die
Regressionsgerade vorhergesagten Werten 9; heissen Residuen. Mit ihnen kann punktweise
uberprift werden, wie gut das Modell mit den Daten tbereinstimmt. Es fehlt aber ein Mass
um die Gite des Regressionsmodells insgesamt beurteilen zu kdnnen. Ein solches Mass kann
uber die sogenannte Streuungszerlegung erhalten werden. Sie spielt in der in einem spateren
abschnitt besprochenen —Varianzanalyse eine wichtige Rolle

Dazu fiihrt man die folgenden Summen ein:
SQT ( “Sum of squares Total®) ist die Gesamtstreuung,

SQT = > (i = )?
i=1

SQE (,,Sum of squares Explained®) ist durch die Regression erkl&rte Streuung
n

SQE = ) @i - 7)?
i=1

SQR (Sum of squares Residual) ist durch die Rest- oder Residualstreuung erklarte Streuung.
n

SQR = ) (vi = 9)?
i=1
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Fur diese drei Summen gilt die folgende
Streuungszerlegung

SQT = SQE + SQR oder SQR = SQT — SQE
also

zn:(yl' -9 = zn:(yl' -9? - zn:(}?i - ¥)?
i=1 i=1 i=1

wobei fur die y-Werte der Regressionsgeraden gilt: y; = a + b - x;

14)

{

Beweis:
AUS

yi—Yi=yi—(a+bx;)
und
a=y—bx
folgt
Yi—=Vi=yi—(F—-bx+bx) =y —y)—blx; — %)

und damit nach dem binomischen Lehrsatz

n

zn:()’i —9)% = Zn:(yl' —¥)*—2b zn:(xi )i —y)+ bZZ(xi — x)?
i=1 i=1 i=1

i=1

Da wegen 11) gilt:
Z(xl ) (i - y)—bZ(xl—x)Z

erhalt man schliesslich

Em 90? = Z(yl 7 - bZZul—x)Z

SQR = SQT - SQE
oder auch
n n n
b2 ) (=D = ) =9 = ) 0= 9
i=1 i=1 i=1
SQE = SQT - SQR
Wegen

@i —¥)?*=(bx;+a—y)?* = (bx;+a— (bx + a))2 = b?(x; — x)?
gilt also wie behauptet
SOR = SQT — SQE

}
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Als Masszahl fiir die Giite des Modells wird das Bestimmtheitsmass R? (auch

Determinationskoeffizient) verwendet. Das Bestimmtheitsmass beschreibt, welcher Anteil der

gesamten Streuung durch das Regressionsmodell erklart wird.

_ SQE _ Y =9 =X — 90)? —q1— S = 9)?
SQT Y i —y)? Yie (i — ¥)?

RZ

Aus der Definition folgt: 0 < R? <1

Spezialfille:
Fur R = 0 ist das Modell denkbar schlecht
Fur R =1 liegen die Datenpunkte auf einer Geraden.

Daraus folgt nun, dass der quadrierte Korrelationskoeffizient r;%, gerade mit dem
Bestimmtheitsmass Ubereinstimmt, denn nach 57) und 11) gilt:

2 2 .2 2 2 2 2.2

2 _ Sxy _ Sxy'Sx _ Sxy Sx _ lex_b sx _SQE

Voosg-si strsp st s s} s} SQT

Damit gilt allgemein:

1oy = R? 16)
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Beispiel: Wasserfall

Wasserfalle

Hoche [m| Kehrwert Frequens [He)

- M ox =1, v % ¥ w9 a=f-y & w-§ G-y
1 100 00100 5 0.00 2% 00%0 41 08 0.89 10.7 11449
2 77 00130 3 0.00 9 0039 47 17 258 12.7 16128
3 0 00200 & 0.00 3 0120 6.3 03 0,09 27 409
E] 90 00200 8 0.00 64 0160 63 17 281 7.7 %829
5 37 0020 B 0.00 81 0243 7.9 13 1.2¢ 4.7 4489
& 24 o047 & 0.00 36 0250 111 51 2638 2.7 %409
7 133 00s2 15 001 363 1429 186 0.4 0.24 33 1089
8 108 00917 b3 001 841 1827 223 13 177 53 1809
R 7.7 0a2ee 40 002 1500 5195 309 491 8384 243 58049
10 €2 01%23 40 004 1600 7632 448 48 2315 243 58049
751 06208 157 007 2253 17104 0o 1432 00 17881
751 ooel x SQR sar
15.7 ¥y
0.00 SQE
0.08 Sy 16349
198,68
14.10 =
Steigung b der Regressionsgeraden 0.82 5xy
2354 22354
Achsenabzchnet 0954 xy
18227 0.9195 3 R 0.9199
Wasserfalle
0
45
Y238 12D
4 ¥ 0919 . «
n
w
PLY
B o8
15
10 .
s | . ¢
]
Q0000 00500 .10 03500 Q2000

Bei der Beurteilung der Gute des Modells sollte aber nicht allein das Bestimmtheitsmass,
sondern auch das Muster der Residuen betrachtet werden.

Das Verhalten in der Abbildung a) ist ideal, denn die Residuen schwanken unsystematisch
und sie sind nahezu 0.

Im Gegensatz dazu veréndern sich die Residuen bei b) und c) je nach der Einflussgrdsse. Eine
nicht lineare Abhéngigkeit wird durch das Modell nicht beschrieben.
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Beispiele aus verschiedenen Anwendungsgebieten

a) Finanzwirtschaft: Das CAP-Modell (Quelle: Fahrmeier)

Bei Anwendungen im Finanzbereich wird die Steigung b der Regressionsgeraden mit 3 und
der y-Achsenabschnitt a mit o bezeichnet.

Das ,,Capital Asset Pricing Model* wird verwendet, um das Risiko von verschiedenen Aktien
zu vergleichen. Dazu wird auf der Basis von Finanzmarktdaten tber einen langeren Zeitraum
fiir jede Aktie der sogenannte Beta-Faktor bestimmt. Mit diesem Faktor kann das Risiko
dieser Aktie gemessen am Risiko des Gesamtmarkts beurteilt werden. Beispielsweise bedeutet
ein Beta-Faktor grosser als eins, dass das Risiko der Aktie grosser als das Marktrisiko ist.

Es interessiert der Zusammenhang zwischen der Einflussgrdsse x (Marktrisiko minus Zins)
und dem abhangigen Merkmal y (Rendite der Aktie minus Zins).
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ABBILDUNG 3.20: Streud agramm und Ausgleichsgerade fir das CAP-Modell

Im abgebildeten Beispiel ergibt sich aufgrund der Daten die Regressionsgerade

y =0.0004 + 1.0216x

Das Ergebnis bedeutet, dass im Mittel

bei einer Anderung der Marktrendite x um ein Prozent sich die Rendite y der Aktie um 1.02%
also wegen 3 = 1.02 ~ 1 etwa auch um ein Prozent verandert.

Die Residuen enthalten die Renditekomponenten der Aktie, die sich nicht durch den Markt
erklaren lassen. Diese Aktie hat also ein mit dem Markt vergleichbares Risiko. Das
Bestimmtheitsmass R? = 0.5 bedeutet, dass 50% der Renditeschwankungen der Aktie durch
Schwankungen des Marktes bedingt sind und 1 - 0.5, d.h. 50% titelspezifischer Natur sind.
Der Korrelationskoeffizient rxy zwischen den Marktrendite und Rendite der Aktie betréagt

V0.5 = 71%

Das Residuenmuster zeigt keine besonderen Aufféalligkeiten

A

0008

orzore Womn

ABBILDUNG 3.21: Residunlplot fur dasiCAP-Maodell
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b) Physik: Die Zustandsgleichung fir ideale Gase

Bei konstantem Druck p ist das Volumen V eines Gases nach dem Gesetz von Gay-Lussac
proportional zur absoluten Temperatur T d.h. es gilt:

V =cT

Die Proportionalitatskonstante c ist vom konstanten Druck und von der vorliegenden
Gasmenge abhéngig. Misst man die Temperatur in °C, dann ist das Volumen also eine lineare
Funktion der Temperatur

9=T-T,
wobei Ty die sogenannte Normtemperatur 273.15 bedeutet.
Fur das Volumen gilt damit

Dabei ist Vo das Volumen bei 0°C (der y-Achsenabschnitt der Regressionsgeraden) und
b die Steigung der Regressionsgeraden. Die folgenden Daten stammen von einem Versuch im
Physikunterricht an der KSZ (ac)

Volumenausdehnung 2C 26.6.1994
Mr. Temp. T W Wit) = Wt
B o’
21.0 19.20 m = Vg Wy ¥ Ty
2 34.0 20.00 D.08474005 1782522682 0.D0363 2753
3 427 20.60
4 po.2 24.35
W
o 10 m?*
y = 0.06847x + 17.B25
5 B = 5005 ____.___-
e
o ______..-—-"'
| ]
i0
1
t
og
=20 B a b 40 &d &0 100 120

Die bekannte Rechnung ergibt fir b = 0.06474905 und fur a = Vo = 17.8252282.
Die Ausgleichsgerade schneidet die Temperaturachse bei -275.3°C, dem absoluten Nullpunkt
der Temperatur. Ein genauerer Wert ist -273.15°C.
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Besteht zwischen Einflussgrdsse und Zielgrosse kein linearer Zusammenhang, dann kann dies
eine geeignete Transformation der Daten ermdglichen.

Wachstumsgesetz Einflussgrosse Zielgrosse
Exponentialfunktion In(Einflussgrosse) Zielgrosse
Potenzfunktion In(Einflussgrosse) In(Zielgrosse)

c) Halbwertszeit von Ba-137 (SPAM-Maturaaufgabe an der AKSA 2007)
Zur Bestimmung der Halbwertszeit von Ba-137 wurde im Abstand von 30 Sekunden die
Impulsrate pro Sekunde gemessen. Dabei ergaben sich die in der Tabelle ermittelten Werte:

Halbwertszeit )
Halbwertszeit (Daten transf.)

Zeit [min] Impulsrate 5.00
t r s In(r) .
0.00 87.5 (4-47 e g ™ T » y = -0.2696x + 4.5425
0.50 86.5 446 = N R? =0,9826
1.00 66 419 | 350 R
1.50 61 411 | 3¢ -0y o
2.00 60 409 250 i
2.50 415 373  Lm . 8.
3.00 475 386 .,
3.50 36 358
4.00 30.5 342
450 27 330 | %%
5.00 28.5 335 | 000 - S -
5.50 20 3.00 DR LG <0 280 A0 S0e 0 !
6.00 20 3.00
?gg :gg ggi Halbwertszeit
7.50 14 2.64 100
8.00 9 220 | g [
8.50 9 290 | 4 L%
9.00 75 Z0F | 4 Lok
@ =(0.9826
60 ®. 0
50 ®
40 @ s
L]
30 [i:3 °.®
_ o o .
10 § Jae |
0.0( 1 2 3 4.1 5.0 6 7.00 )0

Fur den radioaktiven Zerfall gilt das Gesetz:

N(t) = N(0) - ekt
Logarithmiert man diese Gleichung, dann gilt:

In(N(t)) = In(N(0)) — kt
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d.h. die logarithmierten Funktionswerte sind eine lineare Funktion der Zeit. Die
Ausgleichsgerade fur die Punkte (t, ln(N(t))) hat die Steigung

b =-0.2695772 und den y-Achsenabschnitt a = 4.5424927
Wegen in(N(0)) = a und und —k = b folgt

N(0) = e*>*25> ~ 93,925

und damit das Zerfallsgesetz

N(t) = N(0) - e ¥ =~ 93.925 - ¢ 026958

Die Halbwertszeit t, die auch grafisch bestimmt werden kann, ergibt sich wegen
1

N(7) = 3 N(0) = N(0)-e™**

nach Division durch N(0)

1
_ — p—kt
> e
Zu
In2 )
T= v ~ 2.57 min

d) Barometerdruck in verschiedenen Hohenlagen

Quelle: Lambert, Beitrage zum Gebrauch der Mathematik, Theil 1, Berlin 1765

Es wurden die Hohen tiber Meer verschiedener Berge im Languedoc, der Auvergne und der
Provence gemessen.

Langenmass: 1 Toise entspricht 1.494 m

Barometer: Linie

Lambert interessierte sich fiir die Form der Abh&ngigkeit des Drucks von der Hohe. Im
folgenden Beispiel interessiert umgekehrt die fur einen Héhenmesser wichtige Abhangigkeit
der Hohe vom Druck. In den ersten drei Spalten der Tabelle sind die von Lambert erfassten
Werte aufgefihrt.

Wahlt man fur die Daten ein lineares Modell, dann ist die Hohe des Berges eine lineare

Funktion des Barometerdrucks p oder
h=b-p+a
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Barometerdruck in verschiedenen Hohenlagen

Lineares Modell a b
4985.2 -14.989
Ort Druckp Hoheh erwartet Residuen
Meereshohe 336.0 0 -50.99 50.99
Clairet 314.5 277 271.27 5.73
Rodez 308 362 368.69 -6.69
Massane 304.7 408 418.16 -10.16
Rupeyroux 301.5 446 466.12 -20.12
Bugarac 289.5 628 645.98 -17.98
Puy du Déme 278.5 789 810.86 -21.86
La Coste 278 807 818.35 -11.35
La Courlande 278 801 818.35 -17.35
Mont d'Or 264.5 1001 1020.70 -19.70
St. Barthélemy 252.5 1225 1200.56 24.44
Mousset 250.7 1228 1227.54 0.46
Canigou 240.5 1424 1380.42 43.58

UIE ZUYENUTIYEN FUTIKLE SITNU 1T Ul 10lgenuen Avunuuny uaryestellt:

Lineares Modell

1600

1400

0 e
250.0 260.0 2700 280.0 290.0 300.0 310.0 3200 3300 340.0 350.0

Wie in den bisherigen Beispielen kénnen der y-Achsenabschnitt a und die Steigung b
bestimmt werden mit dem folgenden Ergebnis: a = -14.989 und b = 4985.2.

Mit diesen Werten kdnnen die nach dem Modell geschétzten Hohen bestimmt werden, die in
der vierten Spalte der Tabelle dargestellt sind. Der Skizze entnimmt man, dass das Modell die
Daten scheinbar gut beschreibt. Zudem ist auch das Bestimmtheitsmass sehr hoch.
Berucksichtigt man hingegen die in der fiinften Spalte aufgefiihrten Residuen, so zeigen diese
ein aufféalliges Muster:
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Residuen Lineares Modell

250.0 270.0 250.0 #.0.0 330.0 350.0
i

Masszahlen oder grafische Darstellungen sollten nicht uberbewertet werden. Es ist auch zu
uberprifen, ob die Residuen - wie in diesem Beispiel- allenfalls von der Einflussgrosse
abhéngen.

Nun wird die die Abhangigkeit des Drucks von der Hohe ein exponentielles Modell gewahlt:
p(h) = po-e™*"

Logarithmiert man diese Gleichung so erhélt man:
in(p(h)) = Inpo) — kh

Oder nach h aufgeldst:

in(p(h)) — In(py) = —kh
bzw.

In(py) — In(p(h)) = kh
oder schliesslich nach Division durch k

1 1
h =7 n(po) =7 In(p(W)
Bei dieser Transformation der Daten ist also die Hohe eine lineare Funktion von In(p(h))
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Barometerdruck in verschiedenen Hohenlagen

Exponentielles Modell

Ort
Meereshohe
Clairet

Rodez
Massane
Rupeyroux
Bugarac

Puy du Dome
La Coste

La Courlande
Mont d'Or
St. Barthélem,
Mousset
Canigou

Druck p

336.0
3145

308
304.7
301.5
289.5
278.5

278

278
264.5
252.5
250.7
240.5

In (p)

5.817
5.751
5.730
5.719
5.709
5.668
5.629
5.628
5.628
5.578
5.531
5.524
5.483

Hohe h erwartet

0 -6.88
277 274.76
362 363.71
408 409.59
446 454.55
628 627.54
789 792.52
807 800.17
801 800.17
1001 1012.19
1225 1209.94
1228 1240.41
1424 1417.32

Residuen

In der Abbildung sind die Punkte (In(p(h)), h) dargestellt:

1600
1400 L
1200
1000
800
600
400
200
0

5450 5.300
-200

exponentielles Modell

3.350

5.600

3.650

y =-42591x + 24769

R*=0.9997
e
..__
“e..
e
3,700 3.750 3.800

5.830

6.88
2.24
-1.71
-1.59
-8.55
0.46
-3.52
6.83
0.83
-11.19
15.06
-12.41
6.68

16

Fur die Ausgleichsgerade ergeben sich die folgenden Werte: a = 24768.7 und b = -4259.1

20.00

15.00

10.00

5.00

0.00

5.450 5.500

-5.00

-10.00

-15.00

Residuen exponentielles Modell

5.550

5.600

[ ]
5.650
®

5700 ® ® 5,750

5.800

Das Muster der Residuen zeigt keine Aufféalligkeiten.
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Die Parameter der Barometerformel ergeben sich aus der Steigung und dem y-
Achsenabschnitt der Ausgleichsgeraden.

k

— Y poderk = —% ~ 0.00023479

%ln(po) =a oderIn(p,) = k-a ~ 5.8155 und p, ~ 335.458

Damit gilt mit den erwahnten Einheiten die folgende Barometerformel:

p(h) = p, - e K" = 335.46 - ¢~0:00023479h
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e) Weltrekorde in der Leichtathletik

In der folgenden Tabelle sind die Weltrekorde der Leichtathletik dargestellt
(Stand: August 2014).
Tragt man in einem Koordinatensystem sowohl die Distanz (in Meter) und die Zeit (in
Sekunden) logarithmisch ab, so liegen die Punkte annéhernd auf einer Geraden. Dies
bedeutet, dass die Beziehung zwischen Distanz und Weltrekordzeit ungefahr durch eine
Potenzfunktion gegeben ist.

Distanz [m]

100.00
200.00
400.00
800.00
1000.00
1500.00
3000.00
5000.00
10000.00

Weltrekorde

Zeit [s]

9.58
19.19
43.18

100.92
131.96
206.00
440.67
757.35
1577.54

In(Distanz)
X;

4.6052
5.2983
5.9915
6.6846
6.9078
7.3132
8.0064
8.5172
9.2103

62.5344
6.9483

Steigung b der Regressionsgeraden

1.12358878398963
Achsenabschnitt a
-2.93078943200053

1.12

In(Zeit)
Vi
2.260
2.954
3.765
4.614
4.882
5.328
6.088
6.630
7.364

43.8859

4.876210135

Logarithmiert man die Gleichung einer Potenzfunktion

t=c-xP

so erhalt man

In(t) = In(c) + b - In(x)
Die Punkte P(In(x), In(t)) liegen also auf einer Geraden mit der Steigung b und dem
y-Achsenabschnitt a = In(c). Damitist c = e®.

Die Punkte (X, t) liegen also anndhernd auf dem Graphen der Potenzfunktion

t = 0.05334 - x11236

21.21
28.07
35.90
44.68
47.72
53.48
64.10
72.54
84.83

452.5366

2.25
1.50

5.10614
8.72842
14.1781

21.292
23.8388
28.3863
37.0674
43.9546
54.2229

236.7746

2.85
1.69

18

10.406 2.2
15.653 3.0
22.560 3.8
30.845 4.6
33.727 4.8
38.964 5.3
48.745 6.1
56.468 6.6
67.821 7.4
325.1898
X
y
Sx
Sy
2.53Sxy
0.9997 Txy
0.9993 15

Obwohl das Bestimmtheitsmass sehr gross ist, beschreibt das Modell die Daten nicht
besonders gut. Die Daten weichen in zwei Féllen von den Weltrekorden um mehr als 5% ab
und die Residuen zeigen ein auffalliges Muster.
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f) Der Komet Tentax

Der 1968 entdeckte Komet Tentax bewegt sich im ¥ 9 irad r

. : 480 08 270
Sonnensystem. In einem geeigneten &7 0 12 200
Polarkoordinatensystem (r, ¢) wurden folgende B 4 12t
Positionen des Kometen beobachtet: 1260 23 102

Falls die Einflisse der Planeten vernachl&ssigt werden, bewegt sich der Komet nach dem
Keplerschen Gesetz auf einer elliptischen oder hyperbolischen Bahn mit der Gleichung

S
1—e-cos(e)
L P C
A /// ™~
A L / \
/ /
/el / .
/ \
! k. 2 T
A T|I F e M 3 ‘:r 8
\ 7
A
/}/
B s~
D

Der Parameter p und die lineare Exzentrizitat e kénnen aus den Daten geschétzt werden. Dazu
wird die Kegelschnittgleichung als lineare Gleichung umgeschrieben.

Wird

r-(1—e-cos(p))=r—e-r-cos(p)=p

nach r aufgeldst

r=p+r-cos(p)-e

so folgt mit x = r - cos(¢@) und y = r die lineare Gleichung
y=p+te-x

Die lineare Exzentrizitat betragt e ~ 0.6945 und der Parameter p ~ 1.4541

Wegen e < 1 bewegt sich also Tentax auf einer elliptischen Bahn mit dem Parameter p
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§° @ (rad) r x=r + cos{(@) y=r1

480 08 270 1.807 270

67.0 12 200 0781 200

83.0 1.4 1.61 0.196 1.61

1080 19 120 0371 1.20

126.0 22 1.02 0.600 1.02
-3:0

y = 0.6945x + 1.4541
25 R?=0.9996

Ubungsaufgabe:

J. Kepler (1571 — 1630) hat zu Beginn des 17. Jahrhunderts die Bewegungen der
Planetenbahnen untersucht und seine berithmten ,,Gesetze* entdeckt. Die Planetenbahnen sind
Ellipsen (mit der Sonne im Brennpunkt) und der Verbindungsstrahl Sonne — Erde (berstreicht
in gleichen Zeiten gleiche Flachen. Das dritte Keplersche Gesetz stellt einen Zusammenhang
her zwischen der Halbachse a der Ellipse und der Umlaufszeit T her. T ist eine
Potenzfunktion von a

T=a-af

a in astronomischen Einheiten, T in Erdjahren.

Es wurden folgende Daten gemessen (Datenquelle nicht bekannt):

Planet a T

Merkur 0.387 0.241
Venus 0.723 0.615
Mars 1.524 1.881
Jupiter 5.203 11.862
Saturn 9.539 29.458
Uranus 19.182 84.014
Neptun 30.058 164.793
Pluto 39.44 247.7

Wegen

In(T) = In(a) + B+ In(a)
besteht zwischen (n(T) und In(a) wie die folgende Abbildung zeigt eine lineare Beziehung:
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Kepler 3. Gesetz

&

@

Die Ausgleichsgerade hat die Steigung B = %/ und den y-Achsenabschnitt 0.0003 ~ In(a). Es
gilt also ndherungsweise wegen o ~ 1
3
T =~ a2
oder
TZ
— =~ konstant
a

Heute ist bekannt, dass die Keplerschen Gesetze die Bewegungen der Planeten nur
néherungsweise beschreiben.
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