2 Test auf den Mittelwert p

Frage: Wird ein Sollwert signifikant unterschritten oder tibertroffen?
Voraussetzung:

Die Stichprobe stammt aus einer N (u, 0)-normalverteilten Population.
1. Fall: o ist bekannt

Einstichprobentest Normalverteilung

Beispiel:

Einhalten von Fiillgewichten (Mittag/Schiiller p. 272, B 16.3)

In einer Fabrik wird Zucker in 2kg-Sécke abgefiillt.

Aus Voruntersuchungen ist bekannt, dass die Zufallsvariable X des Inhalts normalverteilt mit
der Standardabweichung o = 0.01 kg ist. Es soll gepriift werden, ob das Sollgewicht py = 2
systematisch unterschritten wird und die Maschine neu eingestellt werden muss.

1, Nullhypothese HO: Uo=2
2, Alternativhypothese HA: U< pg=2
3. Testgrosse z = %- 10 = (1.996 — 2) - V10 = —1.265

4. Zufallsexperiment:
Eine Zufallsstichprobe vom Umfang n = 10 ergibt x = 1.996.

Kritischer Wert bei einseitigem Test und Signifikanzniveau 5% ist zg g5 = —Zg 95 = —1.65

Schlussfolgerung:
Da die Testgrosse den kritischen Wert nicht unterschreitet, kann die Nullhypothese nicht
abgelehnt werden. Die Differenz zum Sollgewicht ist zuféllig und statistisch nicht signifikant.

Der sogenannte p-Wert ist das Niveau a’ fiir das z,, = —1.265 gilt.
Mit einer Tabelle erhilt man ®(1.265) =~ 0.897 und daraus a’ ~ 1 — 0.897 =~ 0.103 mit
dem Fazit, dass die Nullhypothese nicht abgelehnt werden kann.

Bemerkung

Mit der Tendenz in wissenschaftlichen Publikationen eher Testergebnisse zu publizieren, bei
denen die Nullhypothese abgelehnt werden kann, entsteht eine Publikationsverzerrung. Dies
kann in der Medizin etwa dazu fiithren, dass die Wirksamkeit von Medikamenten oder
Therapien “iiberschétzt» wird.
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2, Fall: gist unbekannt

o kann durch den erwartungstreuen Schitzer

1 _
62=n_1-<ZXi2—n-X2)
i

geschitzt werden.

Es konnen die folgenden drei Félle auftreten:

2.1

t-Test fiir eine Stichprobe

2.2

t-Test fiir zwei verbundene (abhiingige Stichproben)
23

t-Test fiir 2 unabhiingige Stichproben

2.1 t-Test fiir eine Stichprobe
Fragetyp: Wird ein Sollwert signifikant iiberschritten oder unterschritten?

In diesem Fall ist die folgende Testzufallsvariable T Student t-verteilt mit dem
Freiheitsgrad n — 1 d,h,

f_
T = 6”-\/ﬁ~t(n—1)

Beispiel: Oktoberfest

Am Oktoberfest wird jéhrlich von einem Verein mit Stichproben iiberpriift, ob die 1 Liter
Masskriige aus 12 Festzelten eine geniigende Fiillhohe Bier enthalten. Toleriert wird eine
maximale Abweichung von 10 mm unter den Eichstrich.

Die Ergebnisse sind in der folgenden Tabelle auf der folgenden Seite angegeben.
1.
Alternativhypothese Ha:  der Mittelwert der Fiillh6he ist zu klein: ¢ <0.9 Die Lady hat

2.
Nullhypothese Ho: Die Fiillhohe ist 0.9 Liter (oder grosser)

3.
Planen eines Zufallsexperiments
Messungen der mittleren Fiillhohe in 12 Festzelten

4.
Es wird fiir die Zufallsvariable X (gemessene Fiillhohe).
Vorgegebenes Signifikanzniveau 5%

Mittelwerttest 09.08.2024/ul



5.
Das Zufallsexperiment wird durchgefiihrt und der Wert der Zufallsvariable bestimmt.

Abfiillmenge von Bier auf dem Oktoberfest 2013

Vorgabe: 1 Litermass enthalt mindestens 0.9 Liter
Indikatorvariable ist binomialverteilt

Festzelt Mittelwerte (in Liter) erfullt

0.87
0.86
0.88
0.86
0.92
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0.84
0.84
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Summe 10.39
Mittelwert X_quer 0.86583333
emp. Standardabweichung 0.04122187

n 12
Mittelwert X_quer 0.86583333
Erwartungswert miih O 0.9
Standardisierung -0.0341667
Testvariable T -2.871214

Als Wert der Priifgrosse erhilt man ¢t = —2.871

Bei einer Signifikanz von a = 0.05 ist bei einem Freiheitsgrad df =n — 1

der t-Wert —ty7.995 = —1.796

Damit ist die Nullhypothese deutlich abgelehnt, denn der p-Wert fiir eine so grosse
Abweichung betrigt nur 0.0076.

Die Fiillhohen liegen also bei statistischer Betrachtung deutlich

unter der Toleranzgrenze 0.9 Liter

6.
Fehlermoglichkeiten:

Fehler 1. Art o

Bei diesem Beispiel wollte man den Fehler moglichst klein halten, die Festzelte
falschlicherweise zu verdichtigen.

Ist die Voraussetzung der Normalverteilung nicht erfiillt, so kann der
Wilcoxon-Vorzeichen-Rang-Test durchgefiihrt werden.
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Ubungsaufgabe:

Es ist bei Kartoffelsorten zu priifen, ob der mittlere Stiarkegehalt grosser als 14% betragt.

Damit ist ndmlich eine Sorte fiir die Herstellung von Chips geeignet.

1 Hypothese Ha:
2 Hypothese Ho:

3 Planen eines Zufallsexperiments

Der mittlere Stiarkegehalt grosser % als 14%
Der mittlere Stiarkegehalt ist 14%

Es werden die sechs in der Tabelle und der Grafik aufgefiihrten Sorten gepriift.

4.
Zufallsvariable X ist der Stirkegehalt.
Vorgegebenes Signifikanzniveau 5%

Die verschiedenen Ergebnisse in einem Acker sind in der Abbildung links durch einen Punkt
dargestellt. In der Tabelle rechts sind der mittlere Starkegehalt, die Standardabweichung und

der Stichprobenumfang angegeben.

Agria Bintje Jelly Laura  Nicola Victoria

8~ Sorte X S n
. Agria 1423 0025 3
<0 . . Bintje 1429 0203 7
5 s -, Jelly 1423 0454 7
g ' . * . Laura 1371 0131 4
- v * Nicola 1400 0296 5
e * . Victoria 1422 0189 3
. NN T
of

Die Frage der Eignung wird fiir die Sorte Jelly durchgefiihrt, fiir die die einzelnen 7

Stichprobenergebnisse bekannt sind:

Ergebnis:

Diese Sorte «Bintje» Sorte eignet sich fiir
die Herstellung von Chips, denn

ihr mittlerer Starkegehalt betrigt 14.29 %.
Er liegt signifikant iiber 14%.

Fiir den t-Wert erhilt man ndmlich den
Wertt =3.78 (n = 7,df = 6).

Der zugehorige p-wert 0.5% liegt deutlich
unter 5%.

Fiir die Sorte «Jelly» ergibt sich zwar ein
mittlerer Stirkegehalt von 14.23%. Thre
Eignung kann aber nicht nachgewiesen
werden, denn der Stirkegehalt liegt nicht
signifikant iiber 14%. Fiir den t-Wert
erhilt man nédmlich den Wert

t =133 (n=7,df = 6). Der zugehorige
p-Wert 11.5% liegt deutlich {iber 5%.
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Jelly
13.6
13.7
14.1
14.3
14.5
14.6
14.8

14.229
0.454

1.333

11.5%

Bintje

14.29
0.203

3.780

0.5%



2.2 t-Test fiir zwei abhiingige (gepaarte, verbundene) Stichproben

Fragestellung:

Unterscheiden sich die beiden gepaarten Stichproben? Gepaart bedeutet z.B,

- dass man eine Messung zu verschiedenen Zeitpunkten durchfiihrt,

- dass man aus einer Population zufdllig mdglichst dhnliche Paare bildet und bei ihnen ein
anderes Merkmal untersucht.

- dass man bei einem Paar die Wirkung von zwei Behandlungen untersucht

Die Fragestellung kann auf den Fall einer Stichprobe zuriickgefiihrt werden, indem man die
Differenzen bildet.

Dazu ein Beispiel aus Stahel: Angewandte Statistik:

Eine Rfenfirma will fiir Winterreifen zwei Profile entwickeln. Sie mochte deren
Bremswirkung vergleichen. Dazu werden zehn Testfahrzeuge bei gleicher Geschwindigkeit
abgebremst, einmal mit Profil A und einmal mit Profil B. Die gemessenen Bremswege sind in
der folgenden Tabelle eingetragen:

Es sind die beiden Hypothesen bei einem

i Profil A Profil B Diff
Signifikanziveau 5% zu testen: il 44.5 44.9 0.4
2 55.0 54.8 0.2
HA: d=#0 3 52.5 55.6 3.1
Die beiden Bremswege 4 50.2 555 5.0
unterscheiden sich signifikant : 22'? 23'3 12‘2
Ihre Differenzen sind ungleich 0. L =T =0 0.9
. _ 8 50.5 49.1 1.4
HO: d=0 9 50.6 523 1.7
10 49.2 50.7 1.5
— Summe 22.9
. d—do . Sd Mittel x 2.29
Testgrosse: T = —— mit S5 = — il ot :
sg Vn Stand.abw Sy 3.315
Der kritische t-Wert flir den Freiheits- Standardfehler 1.048
grad df = 9 bei einem Signifikanzniveau 5% if e 5 182
. .. . . est-Statisti o
(beidseitig) liegt bei 2.262
(Tabelle t-Verteilung oder Excel). Tabellenwert fiir df = 9 2.26

Die Nullhvbothese wird also nicht verworfen

Ergebnis:
Damit kann die Nullhypothesen nicht verworfen werden. Die beiden Reifen unterscheiden
sich also beziiglich der Bremswirkung nicht signifikant.

Da o der Population nicht bekannt ist, also aus den Daten geschétzt werden muss, ist die
t-Verteilung massgebend.

Zum Vergleich:
Der kritische Wert 1.96 bei Normalverteilung fiihrt zu einer Ablehnung der Nullhypothese.
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Beispiel: Vergleich zweier Methoden

Vor der Untersuchung wurden Paare von Schiilerinnen mit gleichem IQ gebildet. Damit sollte
die Storvariable IQ kontrolliert werden. Je einer Schiilerin des Probandenpaares wurde dann
zufillig eine Methode (zu. Methode 1) zugewiesen, der anderen Schiilerin die Methode 2. Es
wurde davon ausgegangen, dass die Methode 1 besser abschneiden wiirde als Methode 2

Es sind die beiden Hypothesen bei einem Signifikanziveau 5% zu testen:

Ha: d>0
Methode 1 ist besser als Methode 2

Ho: d=0
Die beiden Methoden unterscheiden sich nicht

Abhdngige Stichproben

Paar Methode 1 Methode 2 Differenzen C|
1 15 5 10
2 45 36 9
3 16 18 -
4 41 25 16
5 7 10 -3
6 48 40 8
7 46 43 3
8 37 30 7
9 40 35 5

10 35 29 6
Summe 330 271 59
33 27.1 5.9 Mittelwert der Differenzen
14.76 12.65

31.66 Varianz der Differenzen
1.78 Standardfehler der Differenzen

3.32 Prifgrosse

Der kritische Wert beim t-Test mit df = 9 Freiheitsgraden und einem
Signifikanzniveau von 5% (einseitig) ist 1.83. Die Priifgrosse 3.32 ist bedeutend grosser.

Die nach

Methode 1 (Mittelwert 33.0, Standardabweichung 14.76)
Unterrichteten schneiden signifikant besser ab als die nach
Methode 2 (Mittelwert 27.1, Standardabweichung 12.65)

Beispiel fiir eine andere Fragestellung:
Hat der Einsatz eines neuen Medikaments eine bessere Wirkung als das bisherige?
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2.3 t-Test fiir 2 unabhingige Stichproben mit verschiedenen Varianzen

Fragestellung:
Sind die arithmetischen Mittel p; und p, eines Merkmals in zwei unabhédngigen
Grundgesamtheiten signifikant verschieden.

Als Testgrosse dient die Differenz der Stichprobenmittelwerte d = x; — X,
Es sind die beiden Hypothesen bei einem Signifikanziveau 5% zu testen:

Ha: d # 0 (oder d > 0 oder d < 0)
Die beiden Mittelwerte unterscheiden sich.

Ho: d=0
Die beiden Mittelwerte unterscheiden sich nicht

Fiihrt man einen t-Test fiir 2 unabhéngige Stichproben durch, so sind zwei Fille
zu unterscheiden:

Varianzhomogenitiit

Die beiden Stichproben stammen aus Grundgesamtheiten mit (anndhernd) gleicher Varianz.
Diese Bedingung ist wohl in den meisten Féllen nicht erfiillt. Die Varianzhomogenitét kann
auch grafisch mit einem Boxplot der beiden Gruppen oder mit dem sogenannten Levenetest
iiberpriift werden.

Néheres dazu diesem Fall findet man bei UZH Methodenberatung Statistik.

oder
Varianzheterogenitit.
Die beiden Stichproben stammen aus Grundgesamtheiten mit verschiedenen Varianzen.

Der sogenannte Welchtest ermdglicht eine Losung in beiden Féllen. Bei der Berechnung der
Testgrosse ist der Freiheitsgrad nicht unbedingt ganzzahlig. Die Testgrosse ist allerdings nur
anndhernd t-verteilt.
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Welchtest
Zunichst wird der Standardfehler der Mittelwertsdifferenz geschitzt.

2 2
G0 w =Spp = [Pay R
X1=X — OX1=Xp T o

Im Unterschied zum t-Test wird keine gepoolte Varianz berechnet, sondern die Varianzen
werden beim Freiheitsgrad beriicksichtigt:

2
s? +s§
n, n

df = y

s " S5
nf(n, —1) ni(n,-1)

Der Freiheitsgrad ist damit in der Regel eine Dezimalzahl.

Testgrosse:
’ Xp—X; =W X1 — Xy — Wy

t(df)

SX,-X,

In den meisten Fallen wy = 0.
Die Testgrosse ist vor allem fiir kleine n nur anndhernd t-verteilt. Mit steigendem
Freiheitsgrad konvergiert sie aber schnell gegen die Normalverteilung.

Ein weiterer Vorteil des Welchtests besteht darin, dass die Stichproben nicht aus einer
normalverteilten Population stammen miissen.

Es folgt ein Rechenbeispiel zum Welch-Test

Daten 1. Stichprobe 2. Stichprobe
Stichprobenumfang 1) 15 2) 17
Mittelwert der Stichproben 3) 70.3 4) 57.4
Varianz 5) 17.64 6) 9.61
Differenz der Mittelwerte 8) 12.9 3)und4) ~ S,z(I Sf,z
Standardfehler der Mittelwertsdifferenz 9) 1.3196 1), 5) und 2), 6) %158 = Sti-%, = Tl' & E
Testgrésse aus den Daten 9.78 8),9) t= 7% % ~ t(df)
(in den meisten Fallen ist ® = 0) S_’z i%_ i+ 5_)2(2

n n; noon

1), 5) und 2), 6) 1.176 0.565
Hilfsgréssen ) 2
Zahler Freiheitsgrad 3.032 (i & ﬁ)
0.084 0033 4r_ M T

Nenner Freiheistgrad 0.117 . st s s3
Freiheitsgrad 25.86 ni(ny = 1) n3(n, - 1)
signifikanzniveau 5% Excel
kritisches t aus Tabelle beidseitig 2.06 7)12) T.INV(0.975; 25)
Testgrosse aus den Daten 9.78

Da die Testgrosse 9.78 grosser als der kritische Wert ist, wird man die Nullhypothese verwerfen
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Aufgabe (BMS gibb):

Gemaiss der EZB (Européische Zentralbank ist die Masse einer 1-Euromiinze 7.5 Gramm.
Im Rahmen eines Tests wurden mehrere Packungen mit je 250 Miinzen gepriift.

In der folgenden Tabelle sind die Daten von zwei Stichproben aufgefiihrt.

Besteht ein signifikanter Unterschied zwischen den Mittelwerten in den beiden Stichproben?
Signifikanzniveau: 5%

Daten 1. Stichprobe 2. Stichprobe
Stichprobenumfang 1) 250 2) 250
Mittelwert der Stichproben 3) 7.52 4) 7:52
Varianz 5) 0.00111556 6) 0.0010890
Differenz der Mittelwerte 8) -0.0078 3)und 4) " S§l S;‘(Z
Standardfehler der Mittelwertsdifferenz 9) 0.00296955215 1), 5) und 2), 6) 0%:3% = Sti-%, = n_, it E
Testgrosse aus den Daten -2.6267 8),9) t= =X =00 ~ t(df)
(in den meisten Féllen ist ® = 0) i ié i & sk,

n n; non

1), 5) und 2), 6) 0.00000446  0.00000436
Hilfsgréssen ) 2
Zahler Freiheitsgrad 0.000000000077761 (i " ﬁ)
0.000000000000080 0000 4r— i
Nenner Freiheitsgrad 0.000000000000156 St s
nf(ny—1) " nj(n, - 1)

Freiheitsgrad 497.928
signifikanzniveau 5% Excel
kritisches t aus Tabelle beidseitig 1.965 7),12) T.INV(0.975; 18)
Testgrosse aus den Daten -2.63

Da der Betrag der Testgrdsse ( 2.63) grosser als der kritische Wert(1.965) ist, wird man die Nullhypothese verwerfen.

Die Diifferenz der beiden Stichproben ist auffallig gross.

Beispiel:
Zwei Gruppen mit 20 bzw. 11 Teilnehmerinnen nahmen an einem Srfipel jGiliphe 2
Gedichtnistest teil. Es mussten moglichst viele vorgegebene 1 22 35
Worter gemerkt werden. Die erzielten Leistungen sind in der : . =
Tabelle dargestellt: 4 30 24
E . 5 23 27
rage: 6 25 25
Unterscheiden sich die beiden Erwartungswerte? 7 26 28
8 29 24
. . . . 9 32 25
HA: Die beiden Erwartungswerte unterscheiden sich; puq # p, v == 5
11 23 34
HO: g = u, 12 27
13 29
14 28
15 30
16 21
17 26
18 16
19 23
20 25
Umfang 20 11
Mittelwert 25.85 28.36
Varianz 14.45 17.85

Mittelwerttest 09.08.2024/ul



Auswertung mit Excel:

Daten

Stichprobenumfang
Mittelwert der Stichproben
Varianz

Differenz der Mittelwerte

Standardfehler der Mittelwertsdifferenz

Testgrosse aus den Daten
(in den meisten Féllen ist ® = 0)

Hilfsgrossen

Zahler Freiheitsgrad
Nenner Freiheitsgrad
Freiheitsgrad
signifikanzniveau

kritisches t aus Tabelle
Testgrosse aus den Daten

1)
5)

8)
9)

1),5)und 2), 6

beidseitig

1. Stichprobe
20

25.85

14.45

-2.5136
0.359

-6.9926
st
n
0.7225

5.5020
0.0275
0.2909

18.912
5%

2.101
-6.99

2. Stichprobe

10

2) 11
4) 28.36
6) 17.85
3) und 4) ’ S,z(‘ S,Z(z
1), 5) und 2), 6) OR,<R = Sp,-8, = n_1+n—2
£y =X —
8).9) =220 L (df)
3 %,
n, m 7!2
1.6231
2
2 @2
(+3)
026346  4¢_ ™
st + s3
ni(n, -1 nzz(nz -1)
Excel
7),12) T.INV(0.975; 18)

Da der Betrag der Testgrosse ( 6.99) grosser als der kritische Wert2.101) ist, wird man die Nullhypothese verwerfen.
Die Gedéchtnisleistung in den beiden Gruppen ist verschieden.
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11
Voraussetzungen beim t-Test:

Der t-Test setzt eine Normalverteilung der Daten in den untersuchten Populationen (in der
Grundgesamtheit) voraus.

Eine Priifung kann mit dem Quantil-Quantil-Diagramm erfolgen (Q-Q-Plot).

Auf der x-Achse sind die Quantile der Normalverteilung und auf der y-Achse die Daten der
Stichprobe dargestellt. Bei einer perfekten Normalverteilung wiirden die Daten auf der blau
dargestellten Winkelhalbierenden liegen.

Die Daten sollten zufdllig um diese Gerade streuen und keine Muster aufweisen.
Mindestens 95% der Punkte sollten wie im folgenden Beispiel innerhalb der gestrichelten
Kurven liegen:

Beispiel (HAfL):
Januartemperaturen von 1991bis 2000 in Grad
0.1 -25 2.1 2.1 -07 -0.2 -1.8 1.0 0.5 -0.8

~ -

temp_januar

norm quantiles

Die Priifung ob die Daten normalverteilt sind, dann auch rechnerisch mit dem
Shapiro-Wilk-test erfolgen

Falls die Daten nicht normalverteilt sind, kann ein parameterfreier Test, wie etwa der
— Wilcoxon-Rangtest angewendet werden.

Vergleich mehrerer Mittelwerte

Das Problem, die Gleichheit mehrerer Mittelwerte zu testen wird im Abschnitt
Varianzanalyse behandelt. Falls die Annahme der Normalverteilung verletzt ist, kann der Test
mit dem Test von Kruskal und Wallis erfolgen.

Die bisher erwdhnten Tests sind eine Auswahl. Eine Uebersicht stellt etwa die folgende
Zusammenfassung der «Methodenberatung Statistik der Universitét Ziirich» dar.

Weitere Quellen:

Stahel: Angewandte Statistik
Statistik verstehen youtube
Mittag Schiiller: Statistik
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