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2 Vertrauensintervalle (Konfidenzintervalle) 

Die bisherigen Punktschätzer sind zwar genau aber unsicher. 
Die im Folgenden besprochenen Konfidenzintervalle (Vertrauensintervalle) machen dem 
gegenüber unscharfe Aussagen aber mit einer gewissen Verlässlichkeit. 
 
Viele Vertrauensintervalle haben die Form: 
 
𝑺𝐜𝐡ä𝐭𝐳𝐮𝐧𝐠 𝐝𝐞𝐬 𝐏𝐚𝐫𝐚𝐦𝐞𝐭𝐞𝐫𝐬  

∓ 𝑽𝒊𝒆𝒍𝒇𝒂𝒄𝒉𝒆𝒔 𝒅𝒆𝒔 𝒈𝒆𝒔𝒄𝒉ä𝒕𝒛𝒕𝒆𝒏 𝑺𝒕𝒂𝒏𝒅𝒂𝒓𝒅𝒂𝒃𝒘𝒆𝒊𝒄𝒉𝒖𝒏𝒈 𝒅𝒆𝒔 𝑷𝒂𝒓𝒂𝒎𝒆𝒕𝒆𝒓𝒔  

 
Das Vielfache hängt dabei von der Verteilung und der Vertrauenswahrscheinlichkeit ab. 
 
Beispiel: 
 
Ist etwa die Zufallsvariable X etwa 𝑁(5; 2ଶ) normalverteilt (kurz: 𝑋~𝑁(5; 2ଶ) dann  ist 
|𝑋 − 5| ≤ 1.96 ∙ 2 oder 1.08 ≤ 𝑋 ≤ 8.92 ein (0.95)-Prognoseintervall. 
 
Dies bedeutet, dass ein Ergebnis (eine Realisation) von X mit einer Wahrscheinlichkeit 95% 
in diesem Intervall liegen wird. Die Prognose ist dann für die Beobachtung 𝑋 = 4 richtig, für 
𝑋 = 10 falsch. 

  

Definition: 
Gilt für eine Zufallsvariable X für jeden Bereich B 
𝑃(𝑋 ∈ 𝐵) ≥ 1 − 𝛼 
dann heisst B Konfidenzintervall (Vertrauensintervall, Prognosebereich) für X zum 
Niveau . 
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Beispiele für Vertrauensintervalle: 

Gesucht ist ein Vertrauensintervall für den  
Erwartungswert  einer normalverteilten Zufallsvariablen 

Fall 1:  
Die Varianz 𝜎ଶ ist bekannt (selten!) 
 
Der zweite Fall führt auf die im nächsten Abschnitt behandelte Student-t-Verteilung. 

Die standardisierte Variable 
𝑋ത − 𝜇

𝜎
∙ √𝑛~𝑁(0; 1ଶ) 

ist dann Standard-normalverteilt. 
Gemäss den Eigenschaften von Zufallsvariablen ist nämlich die Varianz des Mittelwerts von 

n unabhängigen Messungen nicht ଶ (wie bei Einzelmessungen) sondern nur noch 
ఙమ

௡
.  

Die Breite des Prognoseintervalles kann also mit einer Erhöhung der Anzahl Messungen 
verkleinert werden. Bei einer Verkleinerung des Stichprobenumfangs vergrössert sich der  
Standardfehler und damit die Länge des Vertrauensintervalls. 

Zur Illustration: 
Mit standardnormalverteilten Zufallsvariablen wurden Stichproben vom Umfang 𝑛 = 10 
erzeugt und für jede der Mittelwert bestimmt. Dieser Vorgang wurde 𝑘 = 100 mal 
ausgeführt. So entstanden die 100 abgebildeten Vertrauensintervalle der Länge  

𝑳 = 𝟐 ∙
𝟏. 𝟗𝟔

√𝟏𝟎
≈ 𝟏. 𝟐𝟒 

Im Beispiel enthalten die vier rot dargestellten Vertrauensintervalle den (ausnahmsweise) 
bekannten Mittelwert  = 0 nicht. 

 

Das 95%-Vertrauensintervall für den unbekannten Mittelwert  von Stichproben vom 
Umfang n zu  
 

൤𝑿ഥ − 𝟏. 𝟗𝟔 ∙
𝝈

√𝒏
, 𝑿ഥ + 𝟏. 𝟗𝟔 ∙

𝝈

√𝒏
൨ 

Das Vertrauensintervall hat also die Länge 

𝑳 = 𝟐 ∙ 𝒛𝟏ି𝜶/𝟐 ∙
𝝈

√𝒏
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 𝑥 ഥ −  𝑧/మ ∙
ఙ

√௡
          𝑥̅  𝑥 ഥ +  𝑧/మ ∙

ఙ

√௡
 

Beispiel: 

Eine Käserei kauft eine neue Abfüllmaschine, Damit eine Käserei ein eigenes Joghurt 
herstellen kann, schafft eine neue Abfüllmaschine an. Aus zahlreichen Versuche ist bekannt, 
dass die Gewichte der Joghurts normalverteilt sind mit dem Mittelwert  = 500.00 g und der 
Standardabweichung  = 2.00 g. Gesucht ist ein 95%-Vertrauensintervall für den Mittelwert 
der Joghurtgewichte. 
Zur Kontrolle kauft die Käserei 3 zufällig ausgewählte Joghurt und berechnet den Mittelwert 
der Gewichte. Liegt das mittlere Gewicht 498.0 noch im Vertrauensintervall? 

൤𝑿ഥ − 𝟏. 𝟗𝟔 ∙
𝝈

√𝒏
, 𝑿ഥ + 𝟏. 𝟗𝟔 ∙

𝝈

√𝒏
൨ 

 
 
 
 
 
 
 
 

498.0 liegt zwar noch im Intervall. Angesichts der kleinen Stichprobe ist das Resultat aber 
wenig aussagekräftig. 
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Vertrauensintervall für die Binomialverteilung 

Ist eine Zufallsvariable X binomialverteilt 𝐵(𝑛, 𝑝), dann gilt bekanntlich für die Schätzer des 
Erwartungswerts und der Varianz: 

Erwartungswert 𝐸(𝑋) = 𝑝̂ =
௫

௡
  und  

Varianz 𝑉(𝑋) =
௣ො∙(ଵି௣ො)

௡
 

 
Vgl. dazu die Abbildung der Konfidenzellipse in der DMK-Formelsammlung  
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Für grössere n (Faustregel 𝑛 > 30 oder 
ଽ

௣ො∙(ଵି௣ො)
 ) ist X angenähert normalverteilt und für das 

Vertrauensintervall ergibt sich damit 

቎𝑝̂ − 𝑧
ଵି

ఈ
ଶ

∙ ඨ
𝑝̂ ∙ (1 − 𝑝̂)

𝑛
, 𝑝̂ + 𝑧

ଵି
ఈ
ଶ

∙ ඨ
𝑝̂ ∙ (1 − 𝑝̂)

𝑛
቏ 

 

Beispiele 

Eine Urne enthält schwarze und weisse Kugeln, deren Anteile unbekannt sind. Um den Anteil 
p an schwarzen Kugeln zu schätzen, werden der Urne 100 Kugeln mit Zurücklegen gezogen. 
Gesucht ist ein 95%-Vertrauensintervall für p, wenn beim Versuch 68 schwarze und 32 
weisse gezogen werden. 

 

Urne     

     

Farbe        schwarz           weiss                  n  

Anzahl gezogen 68 32 100 

     

Vertrauensintervall 95%  

u  1.96  

x/n             0.68  

1-x/n             0.32    

d           0.0914   

95%Vertr.intervall             0.589            0.771  
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Umfragen vor Wahlen 

Auf der folgenden Seite sind die Ergebnisse der letzten Nationalratswahlen 2019 
zusammengestellt. Am 10./11. Juli 2023 wurde eine Umfrage über die nächsten 
Nationalratswahlen im Oktober 2023 durchgeführt. Die relativen Häufigkeiten ergeben 
Vertrauensintervalle für die Anteile der verschiedenen Parteien.  
Zusätzlich sind noch die definitiven Parteistärken bei der Wahl 2023.10. (grün) angegeben. 

 

 
Liegt bei der nächsten Umfrage das Ergebnis einer Partei ausserhalb des 95%-Intervalls, dann 
sind zwei Interpretationen möglich: 
a) die Umfrage zeigt bei dieser Partei ein ungewöhnliches (signifikantes) Ergebnis. 
b) der Anteil der Partei hat sich verändert. 
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Wahrscheinlichkeit einer Mädchengeburt in der Schweiz 
Quelle: Ineichen 

Von den n = 2 644 757 Geburten in der Schweiz (1871 – 1900) waren k = 1 285 086 
Mädchengeburten. Gesucht ist ein 95%-Vertrauensintervall für die (unbekannte) 
Wahrscheinlichkeit einer Mädchengeburt.  

Die Anzahl der Mädchengeburten k ist eine binomialverteilte Zufallsvariable, die durch die 
Normalverteilung angenähert werden kann.  

Im Geburtenbeispiel ergibt sich als 95%-Vertrauensintervall für die Wahrscheinlichkeit einer 
Mädchengeburt 

[0.4853,0.4865]  

Zum Vergleich: 
 
Im Jahr 2023 wurden bei insgesamt 80'024 Geburten 38976 Mädchen. 

Damit ergibt sich als 95%-Vertrauensintervall: [0.4836, 0.4904] 
 
Bemerkung: 
Die Vertrauensintervalle weltweit unterscheiden sich auffällig 
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Ergänzung: 

Um die unbekannte Wahrscheinlichkeit einer Konfidenzintervalls mit einer bestimmten 
Genauigkeit d zu schätzen ist ein Stichprobenumfang n nötig. 
 
Für die Länge des Intervalls  gilt: 

𝑑 = 𝑧
ଵି

ఈ
ଶ

∙ ඨ
𝑝̂ ∙ (1 − 𝑝̂)

𝑛
 

quadriert 

𝑑ଶ = 𝑧
ଵି

ఈ
ଶ

ଶ ∙
𝑝̂ ∙ (1 − 𝑝̂)

𝑛
 

und damit 

𝑛   𝑧
ଵି

ఈ
ଶ

ଶ ∙
𝑝̂ ∙ (1 − 𝑝̂)

𝑑ଶ
 

 

Wegen  𝑝̂ ∙ (1 − 𝑝̂) ≤
ଵ

ସ
  gilt die ungenauere Abschätzung  

𝑛   ∙

𝑧
ଵି

ఈ
ଶ

ଶ

4𝑑ଶ
 

Beispiele: 
zulässiger Fehler d   0.05  0.02    0.01 
notwendiger Stichprobenumfang 400 2500 10000 

 
Übungsaufgabe 
Die SVP hat bei den Nationalratswahlen 2019 einen Anteil von 25.6 % der Stimmenden 
erhalten. Wie gross ist der Stichprobenumfang zu wählen, damit der Wähleranteil mit 95% 
Sicherheit auf 1.5% genau geschätzt werden kann? 
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Fall 2:  
Die Varianz 𝜎ଶ muss mit einer Stichprobe geschätzt werden. 
 
Die t-Verteilung 

Die t-Verteilung ersetzt die Normalverteilung, wenn die Varianz der Grundgesamtheit nicht 
bekannt ist und durch eine Schätzung aus einer Stichprobe ersetzt wird. Es ist plausibel, dass 
die geschätzte Varianz dieser Verteilung insbesondere bei kleinen Stichproben grösser als die 
der Normalverteilung ist. 

Entdeckt hat diese Verteilung 1908 der Statistiker William S. Gosset (1876 – 1937), der als 
Biometriker in der Bierbrauerei Guiness arbeitete. Da er kein Geschäftsgeheimnis verraten 
durfte, publizierte er seine Arbeit unter dem Pseudonym «Student».  
Die Dichte der nur vom Stichprobenumfang n abhängigen t-Verteilung ist 

 (𝑡) = 𝑐 ∙ ቀ1 +
௧మ

௡
ቁ

ି
೙శభ

మ
. 

In der Abbildung ist zu erkennen, dass die t-Verteilung für kleine Stichproben von der 
Normalverteilung abweicht und sich bei grossem Stichprobenumfang asymptotisch der 
Normalverteilung nähert.  
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Tabelle der t-Verteilung 
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Aus der Prüfgrösse 
௑തିఓ

ఙ
 der Normalverteilung wird die Prüfgrösse 

௑തିఓ

ఙෝ
 der t-Verteilung, indem 

man  durch die Schätzung 𝜎ො ersetzt. 
Die standardisierte Variable 
𝑋ത − 𝜇

𝜎ො
∙ √𝑛  

hat dann eine t-Verteilung mit dem Parameter 𝑛 − 1 Diese Zahl heisst Freiheitsgrad . 
Für den Erwartungswert  erhält man das folgende beidseitige 95%-Vertrauensintervall: 
 

൤𝑋ത −
𝜎ො

√𝑛
∙ 𝑡(𝑛 − 1), 𝑋ത +

𝜎ො

√𝑛
∙ 𝑡(𝑛 − 1)൨ 

 
Beispiel: 
Es wird angenommen, die Temperatur in einem Schmelzofen habe bei 𝑛 = 6 
Temperaturmessungen die Werte 𝑋ത = 1073 und 𝜎ො = 5 ergeben. Gesucht ist ein  
95%-Vertrauensintervall für den Erwartungswert .  

Den 𝑛 = 6 Messungen entsprechen 6 − 1 = 5 Freiheitsgrade. 
Da sich die 5% verteilen auf die beiden Grenzen des Vertrauensintervalls verteilen ist der t-
Wert 
𝑡(5)଴.ଽ଻ହ = 2.571) 
Für  erhält man damit das folgende Vertrauensintervall 

1073 −
5

√6
∙ 2.571 ≤ 𝜇 ≤ 1073 +

5

√6
∙ 2.571 

oder  
1067.75 ≤ 𝜇 ≤ 1078.25 

Im Fall 1 (Die Varianz der Population bekannt) hätte sich der deutlich kleinere Wert 1.96 und 
damit ein kleineres Vertrauensintervall ergeben. Grund dafür ist die kleine Anzahl der 
Messungen für die Schätzung. 
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Übungsaufgaben: 
Schafmilch wird hin und wieder wegen ihres hohen Gehalts an Orotsäure als 
Allerweltsheilmittel beschrieben, obwohl wissenschaftliche Untersuchungen dazu fehlen. 
Der langjährige mittlere Gehalt in der Schweiz beträgt im Juni 1.87 mg/100 g Milch 
(Mittelwert der Population). Im Juni 2007 wurde bei zufällig ausgewählten Schafen der 
Orotsäuregehalt bestimmt:  
 

 
 
Berechnung des t-Werts: 
 

𝑡 =
𝑋ത − 𝜇

𝜎ො
∙ √𝑛 =

0.2123 − 1.87

0.28
∙ √102.85 

Für  erhält man damit das folgende Vertrauensintervall 
1.87 − 0.089 ∙ 2.85 ≤ 𝜇 ≤ 1.87 +∙ 0.089 ∙ 2.85 
oder  
1.616 ≤ 𝜇 ≤ 2.124 
Da das Stichprobenergebnis am Rande des Vertrauensintervalls liegt und der 
Stichprobenumfang relativ klein ist, ist eine Interpretation schwierig. 

 


