10. Additionstheoreme fir trigonometrische Funktionen (Goniometrie)

Das Problem:
Die trigonometrischen Funktion wachsen nicht linear:

sin(a+PB)=sina+sinf z.B. sin (30° + 60°) = sin 30° + sin 60°
sin (2a) # 2-sin a. z.B. sin (2-45°) # 2-sin 45°
Wie heisst es richtig?
. e

Herleitung: B T
AB =sin ':" \\
BD =sin(o + B)
0D = cos(a + B) \
BC = AB-cos o = C0S .- Sin
AE = 0A-sin a. = sin a- cos B
OE = 0A-COS a = C0S a- COS B [« e’
DE = AC = AB- sin a. = sin a-sin B
BD =BC +CD =BC + AE LA
0D =0E - DE =0E - AC "f/;: 5 H
Damit gilt:

(1)  sin(a+ B) =sin a-cos B + cos a.-sin

(2)  cos (o + B) =cos a-cos B - sin a-sin B
Beispiele:
sin 75° = sin (45° + 30°) = 1/2-(\/3+1) cos 75° = +4/2- (/3 -1)

(1) und (2°) ergeben sich, indem man in (1) und (2) f durch - ersetzt und beachtet, dass
sin(-B) = - sin(B) und cos(-p) = cos(p):

(1’) sin(a-B) =sin a-cos B - cos a.-sin B
(2’) cos (a - B) =cos a-cos P + sin a-sin B

Aufgabe:

Es ist sin (o + B) direkt aus sin o :% (ouspitz) und sin p==— ( B stumpf) zu berechnen.
Wegen sin? o + cos? a. = 1 gilt |coso| = V1-sin® a = g und damlt cos o ==

bzw. cos 3 = - —und schliesslich sin (o + B) = - 14745

Ubungsaufgabe:

Es ist cos(45° + a) + cos(45° - a) zu vereinfachen.
Losung: V2 -cosa
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Herleitungsvarianten:

a) mit dem Cosinussatz .
Im Einheitskreis sind die Punkte R—
A(cos o, sin o) und B(cos B, sin B) :

gegeben.

Idee:
Die Lange der Strecke AB wird auf zwei /
verschiedene Arten berechnet:

Mit dem Cosinussatz:
AB?=0B*+0A?-2-0A-0B-cos (o - B)
AB?=2-2cos (a. - B)

Mit der Abstandsformel i B .

AB? = (cos a. - ¢os B)? + (sin o - sin B)?

AB?= 2 - 2-(cos a-cos B + sin a-sin B)

und damit (2°)

Ersetzt man o durch 90° - a so erhédlt man wegen cos((90° - o) - B) = sin (o + B) (1°) aus (2°)

b) mit dem Skalarprodukt durch Berechnung des Zwischenwinkels der Vektoren 04 und OB

Das Tangenstheorem

sin .
Wegen tany il s gilt:
cosy

sina cos N cosasin g
sin(e+ ) sinacosf+cosasinS  cosacosf  COSaCOSf
cos(a+8) cosacosBFsingsing  COSacosf _ sinasinf

cosacosff  cosaCosf

Der Z&hler und der Nenner wurde durch cos o.-cosp dividiert mit dem Ergebnis

tan(a + B) =

tan o £ tan
(3) tan(a + ﬂ) = _a—ﬂ

1¥tanatan g
Aufgabe
Es ist zu zeigen, dass in der
Abbildung gilt: o + p =45° : ‘ —

b
Beweis: e e
1 1 el || /
tana =, tanf = ‘ =i S
141 o S
tan(er+ f) =24 =110 = 74
1_§'§ ,/""-—_——” «/ ;‘ 1/i 2 .
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Anwendung:.

Gegeben sind zwei Geraden mit den Steigungenm, =tane, und m, =tano,

Gesucht ist der Winkel, um den man g1 im positiven
Sinn drehen muss bis g1 mit g2 zusammenfalit.

Zwischenwinkel zweier Geraden

tang, —tang, _ m,-m, *)
l+tangp,tang, 1+mm, ;

Winkel ¢ zwischen zwei Geraden g: und g> mit den
Steigungen my und my

tan g =tan(p, —¢,) =

Interessiert der spitze Winkel, so gehe man in (*) zum
Betrag Uber.

Beispiel:
Die Geraden in der Skizze haben die Gleichungen:
gury=2x-3 g2:X—-3y+1=0

und damit die Steigungen my = 2 bzw. mz =2

als Steigungswinkel ergibt sich nach (*):

2-1 .
3 =1 und damit ¢ = 45°

tangp = ,
3

Ubungsaufgabe :

Gegeben sind die zwei Geraden

g:: A(0,2) B(4,0) g2:2x-3y+3=0

Welchen spitzen Winkel ¢ schliessen die beiden Geraden ein?

gumy=-2
. . a2 _2
g2: explizite Form: y = Zx +— mz = 3

tanp==- ¢~ 60.26°

ein wichtiger Spezialfall: ¢ =90° mim2=-1

Satz:

mi-mx=-1

Stehen zwei Geraden mit den Steigungen m1 und m; aufeinander senkrecht, dann gilt:
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Doppelte Winkel

Setzt man in den Additionstheoremen fiir = a,, so erhalt man

(4.1) sin(2a) =2 sin a cos a
(4.2) cos(2a) = cos? a - sin?a.=1-2sin’> o = 2cos® o - 1

Bemerkung:

Die Formeln gelten fir beliebige Winkel!  z.B. sina =2 sin(%) cos(%j

Ein Extremalproblem:

Die beiden Schenkel s eines gleichschenkligen Dreiecks schliessen den Winkel ¢ ein. Fir
welche Wahl von ¢ wird der Inhalt | des Dreiecks maximal?

I = 252 - sin(2¢) wird maximal fur ¢ = 45°

Eine Anwendung in der Physik: Maximale Wurfweite beim schiefen Wurf.

Ubungsaufgaben:

Die folgenden Aussagen sind zu beweisen:
1.

cota—tana - cos(20)

Cota +tana

2.

sin(3a) = 3sin o — 4 sina. bzw. cos(3a) = 4cos® o — 3 cosa
Tipp: 3a. = 20 + o und Additionstheoreme anwenden

a)
3.
1-cos(2x) _ sin(2a)
tana
4,
2

tan x+ =—

tanx  sin(2x)
5.
L?‘?:tana
2-2sin“«a
6

2c0s?(45°+ %) =1-sina  2sin’(45°— %) =1+sina
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Rationalisierungsformeln

Diese Formeln werden z.B. in der Integralrechnung gebraucht

2

COS¢ = tana =
t? 1+t° 1-t2

sinaz:1 mit t=tan(%)

Beweis:
Beim Beweis werden die folgenden Beziehungen verwendet:

a (a) sin(3)

2 cos(“)
1 + tan? (2) cosz(“)

2t sm(“) - cos ( ) — 25sin (g) . COS (%) =sina

1+ tanz(%) cos(“)

Halbe Winkel

A0 =0C=1

OB = cos o

BD =sin a.

BC = 1-cos o

Damit gilt im

Dreieck ABD: [
A A

(aj sina,

tan _
2/ 1+ cosa
und im Dreieck DBC:

( oc) 1- cosa
tan _—
2 sina,

weitere Formeln — FuT
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Umformung von Summen in Produkte
Ausgehend von den Formeln 1) und 17)

sin(y + ) =sin y-cos & + cos y - sin &
sin(y - 8) = sin y-cos & - €os y - Sin &

fiihrt die folgende Substitution:
yto=a y—-0=p

auf
o+ oa—f o
= o0=—— womit gilt:
Y 5 5 g
sina +sin g = Zsin(#)-cos(gj

weitere Formeln —-FuT

Diese Formeln kdnnen in der Differentialrechnung etwa bei der Herleitung der Ableitung von
trigonometrischen Funktionen gebraucht werden. Eine weitere Anwendung ergibt sich auch in
der Physik bei der Uberlagerung von Sinusschwingungen.

Dazu folgen zwei Beispiele:
Uberlagerung von zwei harmonischen Schwingungen mit gleicher Frequenz

Die Uberlagerung von y = sin t (rot) und y = cos t (blau) fiihrt auf
y= \E-sin(t +Z) (grin)

Beweis:
sint+cost =sint +sin(t+%) = 2-sin(t + ) - cos(— %)

= 2-sin(t+Z)-cos(%) :i-sin(t+%):\/§-sin(t+%)

V2

p=2r

Y
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Es kann allgemein gezeigt werden, dass gilt:

Satz:
Die Superposition zweier harmonischer Schwingungen mit gleicher Frequenz ist
wieder eine harmonische Schwingung mit derselben Frequenz.

Uberlagerung von zwei harmonischen Schwingungen mit ungleicher Frequenz

Schwebungen:
y =sin(at) +sin(ew,t) = 2cos(3 (@, — @,) - t) -sin(3 (o, + @,) - )

, der

Der erste Faktor kann als sich zeitlich verandernde Amplitude mit der Periode
o~ w,

zweite Faktor als Schwingung mit der Periode aufgefasst werden

o, + o,
Sind die beiden Frequenzen ungefahr gleich so entsteht wie im folgenden Beispiel eine
sogenannte Schwebung:
Beispiel:
y =sin(12t) +sin(13t) = 2cos(3-t)-sin(%-t)

Mf\ L Vﬂvﬂﬁ Ll EU/\\V%/\\
U U

Ubungsaufgaben:

Es sind die folgenden Beziehungen nachzuweisen:
a)

sin 20° + sin 40° = sin 80°

b)

cos a + cos(at+ 120°) + cos(a+ 240°) =0

Tipp: den 1. und den 3. Summanden zusammenfassen.
Viele Herleitungen der Formeln in diesem Abschnitt vereinfachen sich, wenn die komplexen
Zahlen bekannt sind.

09.01.2025 04_goniometrie/ul



